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NEPEOMOBA

VYV UubOMYy METOAUYHOMY MOCIOHMKY HaBeAeHi TeMU MPaKTUYHWX 3aHATb 3
MaTeMaTW4YHOTO aHani3y, YMOBM 3a4a4, PEKOMEHAOBAHUX O/ PO3B'S3aHHA B
ayanTopil, a TakoX 3agadi AAs 4OMALLHBOT poboTm

[0n0BHA MeTa MpakTMYHWUX 3aHATb — aKTWBHE 3aCBOEHHS CTYyAEHTaMu
OCHOBHUX MOHSTbL | MONIOXKEHb KypCy, HabyTTs HaBMYOK iX 3aCTOCYBaHHS A0
pO3B’AI3aHHA CTaHAAPTHWUX 3afad, OMNaHyBaHHS AESKUX CheuiajlbHUX MeTOniB.
VYMoBaM 3afjay B KOXKHOMY 3aHATTI NEPefyoTb KiJlbka KOHTPOJIbHUX 3anuTaHb,
BIAMOBIAI Ha SIKi CTYAEHTU MatoTb NiArOTYBaTW BAOMA.

V KOXKHOMY 3aHSATTI rpyna 3agad A — 3agadi 4as ayanTopHoi poboTtu, rpyna
B — ans pomawHboro 3asgaHHs. KinbkicTb i siKicTb 3aga4, WO po3B'S3yt0TLCS
B ayauMTOPIi | 334at0TbCs LOLOMY, 3a71€XKNTb Bif PiBHS NiAroToBKM cTyAeHTiB. Ll
3agadi nigbupatoTbes BUKNagadem 3 Habopy 3ajay, HaBEAEHUX B METOAUULL.

[MponoHyoTbCA TakoXK 3aBAaHHS MiABULLEHOT CKNAAHOCTI ONsi CTYAEHTIB 3
BUCOKMM PiBHEM MiZFOTOBKM 33 YMOBM YCMiLLHOIO BUKOHAaHHsI 000OB'3k0BOT Ya-
cTHu. 3ajadi NiABULLEHOT CKNAAHOCTI no3Ha4veHi nitepoto [.

V neplioMy CemecTpi, siK NpaBuio, NPOBOAATLCS TPU KOHTPOJIbHI poboTu,
3paskn YMOB Ta po3B'si3aHHs (4aCTKOBO) SIKMX HABEAEHO B TEKCTI.

Mpu nigbopi 3agay4 BUKOPUCTAHO Taki 30ipHMKN 3a4ay:

YactuHa 3agay cknageHa ynopsigHukamu. Mpu nigrotosui uboro y46osoro
NocibHNKa aBTOPY CYTTEBO BUKOPUCTANN METOAUYHI po3pobku

HaguanbHi 3aBfaHHs [0 NpakTUYHMX 3aHATb 3 MaTEMaTUYHOrO aHasisy
ANl CTYAEHTIB MexaHiko-MaTeMaTn4Horo dakynstety (1 cemecTp neplioro kyp-
cy) // VYnopsagh. A.A.Jdoporosues, O.0.Kypuerko, M.O.[eHucbescobknii. —
K.,1994,

HaBuyanbHi 3aBJaHHS 4O NPAaKTUYHUX 3aHATb 3 MAaTEMATUYHOTO aHani3y Ans
CTYAEHTIB MexaHiko—MaTemaTuyHoro akynsteTy (1 cemecTp neporo Kyp-
cy) / Ynopsigh. M. O. Jennceescekuii, O. O. Kypuenko, B. H. HaropHunii,
A. B. YHaiikoscbkuii. — K.: BIL, "Kniscbkuii yHisepcuter 2002.

HaByanbHi 3aBJaHHS 4O NPAaKTUYHUX 3aHSATb 3 MAaTEMaTUYHOTO aHanisy Ans
CTYJEHTIB MexaHiko—MaTemaTnyHoro dakynsTeTy (2 cemectp nepiuoro kypey) // Yno-
psgH. M. O. Hennceescbkuii, O. O. Kypuenko, B. H. Harophuii, A. B. Yaii-
koBcbkmii, O.H. Hecrepenko. — K.: BILL "Kuiscbkuii yHisepcutet 2004.



SAHATTA 1

KOHTPOJIbHA POBOTA.
BUBPAHI MMTAHHA ENEMEHTAPHOI MATEMATUKN

3aBaaHHg iHguBiayanbHi. 3pa3ok BapiaHTa

1. CnpocTtutn BUpas: izizg - \/(374 + ) (2t + yh)3(at + yh) /A

2. Poss'sizaTu HepisnicTs (22)% 11 < (2z)%.

3. Poss'szaTn pisnsnus: sin? z + 2cos?z — 2 = 0.

4. 3naiitn HaTypanbHe n Take, wo 1 +3+ 5+ ...+ (2n — 1) = 4n — 3.
5. [ns sikux 3HadeHb napametpa a pisHsiHis ax? — 26222 +1 = 0 mae pisHo
ABa po3B’a3kn?

6. MNMobynyeaTtu rpacpiku pyHKLUiA:

1) y =7 — 3arctg 2z;

__ 2-bx
2) Y= Tt

PO3B’A3KU

1. Bukopuctaemo copmynu cymn KybiB Ta fiii Hag CTeneHsamu:

z8 + y6 B
SL‘Q +y2
(22 4+ ) (z* — 2y 4+ y*)

= 2 + y2 — \/(1'4 + y4)(1~4 + y4)3/4(x4 + y4)1/4 _

\/(m4 + ) (@ )32t + yh) /A =

= 334—562y2+y4—\/(x4 + y4)1+3/4+1/4 — x4—x2y2+y4— (zt +y4)?2 =

=2ttt (ot yt) = —a%y

2. Maemo nokasHWUKoBI (yHKLii 3 ocHoBo 2x. [1s po3B'sizaHHSI HEpPiBHOCTI
HEOBXiHO PO3rNSHYTN BUNAAKU:
0<2 1;
1) 0 < 22 < 1. Togi 2 + 1 > 4x. Maemo cucremy <er <
22+ 1> 4z
. . J0<z<1/2 0<z<1/2
Poss'sizyemo i
22 =4z +1>0; |z€(—00,2—V3)U(2+ V3, +00).
3sigcn x € (0,2 — \/3)



2z > 1;

2) 2z > 1. Togi 22 + 1 < 42. Maemo cucremy
22 +1 < 4.

x>1/2; x>1/2;
2?2 —4r+1<0; r€(2-3,2+3).
r € (1/2,2+V3).

3) 2 = 0 abo 22 = 1. Togi maemo HepisricTb 0 < 0 abo 1 < 1. Omxe,
regd.

Ons Toro, wob oTpumMaTty po3s si30K, HeobxigHo ob'eaHaTh OTpUMaHi MHO-
wunn: ¢ € (0,2 —/3) U (1/2,2 4+ v/3).
3. lMepeTBOPIOEMO PiBHICTL TakK, Wob OTpUMaTN Anwwe OfHY TPUrOHOMETPUYHY
dyHKuito:

Poss’azyemo Ti: 3Bigcn

sin®z — 2sin?z = 0.
3pobumo 3aminy sin x = t. OTpumaemo bikBagpaTHe PiBHSIHHS
th—2t* = 0.
3eigcn t2 = 0 abo 12 = 2, 3eigkn t = 0, abo t = \/5, abo t = —/2.

OcTaHHi ABi PiBHOCTI HEMOXNUBI, 6O CUHYC 32 MOAY/IEM HE NEPEBULLYE OAU-
Huui. Omxe, sinx = 0, Tomy x = mn, n € Z.

4. 3niBa MaemMo apuMeTIUYHY NPOrpecito 3 1 4OAAHKIB, Neplwnm foaaHkom 1
i pistnuero 2. Ti cyma (1 + (2n — 1)) - n/2 = n?. OTxe, Maemo pisHsiHHS
n? = 4n — 3. Poss’sizyloun ioro, oTpumaemo n = 1;n = 3.

5. BiksagpaTHe pisHsiHHS Mae po3s'sizku, sikwo D = 4a* — 4a > 0, TobT0
a(a—1)(a®>+a+1) >0, abo a € (—00,0] U [1,+00). Ans umx 3HadeHs
napametpa a pisHsinbs azt — 2a22% + 1 = 0 moxe matn poss'ssku 2 =
a® £+ Va* — a, pe npasa yacTuHa piBHOCTI NOBUHHA ByTU HEBIA EMHOIO.

Mpn a < 0 npaBa 4YacTuHa HeBif'€MHA, /Julle AKWO B Hili obpaTn 3HaK
natoc. Toai piBHsAHHS Ma€e piBHO ABa po3B'sizku npu a < 0.

Mpu @ > 1 npaBa yacTuHa HeBig'eMHa st 0box 3Hakie. [Tpu uboMy B 060X
Bunagkax 2 # 0. ToMy piBHSIHHS HE MOXe MaTW PiBHO [Ba PO3B’SI3KM.

OTxe, octatouno a < 0.
6. 1) MoTpibHo HamantoBaTh rpacpik dyHKUIT y = arctgx, ctucHytu iioro
BaBiui B3goex oci Ox, oTpumaewm rpacik y = arctg 2z, posTarHyTn oTpu-
MaHuii rpadik BTpudi B3g0BX oci Oy, oTpumaswn rpadik y = 3arctg 2z,
BiAA3EPKAINTN OTpUMaHunii rpadik sigHocHo oci Oy, oTpumaswm rpadik y =
—3 arctg 2x, nigHaTn oTpumaHwii rpadik Bropy Ha 7, OTPUMAaBLUN KiHUEBMIA
rpadpik.



2) Bpaxyemo, wo

2-5z 5 x—% 5 19 1 5 19

T
7

1
e B i U B - [ T R

MoTpibHo HamantoBaTh rpadik yHKUT § = %, MOCYHYTW AOrO BAIBO Ha %

B3goex oci Ox, oTpumasLun rpadik y = H%, CTUCHYTN OTpUMaHuii rpadik
7
B3poBx oci Oy B % pasis, oTpumaswm rpadik y = % Ll

OTpUMaHMii rpadik BHM3 Ha %, OTPVMABLUMN KiHLEBMNIA rpadik.

onycTnTn
Z,_,'_%? y



NOBTOPEHHS ENEMEHTAPHOI MATEMATUKU

KOHTpO/IbHI 3aNUTaHHs

DopMysin CKOPOHEHOrO MHOXEHHS.
BnactusocTi aiii Hag cTeneHsMu.
Bnacrusocti givi 3 kopeHsimu.
OCHOBHI TPUroOHOMETPUYHI GpopMyIIN.
Bnacrusocti HepisHOCTEVA.

Ok WD~

Al

1. Cnpoctutu Bupas:

1) a’+3a __a .
ar—5r+8a—40 487

2) \/13+30\/2+ V9 + 4v/2;

) <m1/2—|—y1/2 (z +y)'/? 72_:E+y
(

T+ y)l/2 o z1/2 4 yl/2 Nk

2. Konu npaBusibHi daopMym/l:

a) Va2 = (Va)*; 6 f‘f_f;
B)%:\/%; r) avb = —Va2b?

3. Buginntn nosunii keagpart:

1) 2% — 622 — 13;

2) 1— 22— ba;
3) 222 — 5+ 7;
4) —4x — 222

4. Po3B'A3aTu piBHAHHSA:
1) 8z* — 522 —3 =0;
2) (P +ax+1D)(2®+2+2) =12
3) 223 — 522 + 7 — 10 = 0;
4) |z + |z — 1] = 1;
5) |22 — 3z + 2| + 2z = 0.

5. Po3B'si3aTu cnctemu piBHsIHb:



72 4y =13; 2% — zy = 28.
6. Po3Be'si3aTn piBHAHHS 3 ippauioHaNbHOCTAMM:
) Vr+1+x=1;
2) V3r+4+Vr—4=2x.

7. 3HaligiTe CymMy ABaHaAUATY NEPLUUX YIIEHIB apuMETUHHOT NPOorpecii, SKWo
a] = —40, d=6.
8. 3Haligite 10-i 4nen reomeTpuyHoi nporpecii, akwo by = —128 i g = %
9. 3HaiiTn HaTypafibHe YNCNO N Take, LWO:

1) 2454+...+(Bn+2)=Tn+5;

2) 3464124+ ... 432" =4 —7.2n+2 4 ontl _ 3

-1 -1 _ 2 _ —
1) {z +y =5, 2) {y Y 12,

10. 3Hatoum, wo 37” < «a < 2w, sHaigite: sina, tga, ctga, akwo
cosa = %

11. CnpocrTitb BUpa3
sin a+sin 5o
cos a+cos ba

1) sinacos a(tg a + ctg ); 2)
12. Posg'sizaTun piBHSAHHS

1) sin2x + cos 7z = 0; 2) cos 3z + cos 571 =2
13. Po3B'si3aTu HepiBHOCTI:

1) =3 > 2z — 3; 4) x" > 2;
2_
2) Tl <1, 5) |z +2| < 0,03;
3) 2t < 5; 6) |22 — 1| < |z —1].
14. Po3B’'si3aTn HEPIBHOCTI 3 ippaLioHaNbHOCTSMU:
1) v +1<3; 4) Va? —x —12 < x;
2) vV +x >4

) Vat+zr—2>2—2 5) Va2 —4dx >z — 3.

15. Po3B'si3aTu norapudmivHi HepiBHOCTI:

1) logy 3(3z — 8) > logy 3(z? +4);  2) logg 3= < 1.

16. Po3B'si3aT NOKa3HUKOBI Ta CTENEHEBO-MOKA3HUKOBI HEPIBHOCTI:
1) 1< 3% <27
2) —3 < 25" —4-5% < 5;
3) (z—3)"* < (z—3)7"%

1
4) |z + 2|75 > |z + 2|7,

17. Po3e'si3aTn HepiBHOCTI:

10



1) sin2x < 0; 5) tgx > 0;

2) cosx > 1; 6) sinz cosz > 0;

3) cos3x > —%; 7) sinx < cosz;

4) tg3z > 1; 8) Ttg?x —8tgxr +1 < 0.
A1. Cnpoctntu Bupas:

1) Y0 =20+ a)(a? - )a—1) : 2,

4.3
2) Figprirass v =3l
3) Vix+4+z—1 |
f|21’2—;v 1]’
4 V52 1/9+4v5+ Va2~ Va
\/f+2 V9+4v/5+a

2. Pose’azatn piBHﬂHHﬂ'
1

x 1.
2243c+2 2+5x+2 24

)

) VIV r 1+ Y7+ Ve +1=4
) V1t Vet /- o =2
)
)

w N

VI— VI +1+ T+ Vo +1=4
5) V24 +x— 5+ Vr=1.

3. Po3e’sazatn cucremn pisHsHb:

N

1) 3 4 23y 4+ 3 = 17, 3) 2?4 2y% =17,
x+my+y:5; x? — 2zy = —3;
+ S —14 38 =

2) v° 4) Ay =2
:c+y—3, 2 +y? =2

O4. Yn npasunbho, wo ans BCix & € (—2,2) BUKOHYETBCS HEPIBHICTb
2t + 2 < 20.

A5. Ckinbkn unenie apudpmernynoi nporpecii 4, 10, ... 3HaXOANTLCA MK 4U-
cnamn 110 i 3407

[16. TMpu siKNX 3HAYEHHSIX NapameTpa @ KOpeHi piBHSHHS T2 + 2(a — Tz +
a? — 9 = 0 pisni i obuasa gogaTHi?

7. 3uaiiTv BCi 3HaYeHHs napameTpa @, npu sikux pisHsHHs (@ —2)z2 —2(a+
3)x +4a = 0 mae gBa KopeHi, AKi 3340BONBLHAIOTL YMOBY: a) T1 < 2, T3 > 3;
6) 1 < 3,22 > 2.

8. Mpu siKnx 3HaYeHHSIX NapameTpa @ PiBHSHHS $2+4x—2]3:—a]—|—2—a =0
Ma€ YOTUPUN KOPEHi?

11



b1

1. Po3knact Ha MHOXHUKN:

1) a’(z —1) —y(1 - z);

2) (w+y>+(w+y>2;

3) a® + a*t;

4) (ZCZL'QC—FGCZL‘C;

5) ax? — ca? cx—i—ayc—a—l—c;

6) 1 Gayc + 3ac — 6a%yc — c + 2ay;
7) (:L"+y)(fr +y°) — b -y

8) 2b2( a) + b%c 2( —b) + c?a®(a — c);

9) a: —1—9:1: —|—11:p—21

10) z* 4+ ¢4 —|—z — 2x2y? 238222 2y

11) = y—i—xy + 222 + 222 —i—y z—|—yz +3:Uyz

2. MNo3baenTucs ippauioHanbHOCTI B 3HAMEHHUKY:

Vb . 2 . 47
) T 2) e 3 s
3. CnpoctuTtu Bupas:

a +562 .

a—zx

Y 3y .
3x—2 6xy+9x—4y—6°

x 1—a22 .

(x-i-l + 1) T 4x2—1
2 1 3y ). (# _1).
2x+y  2z—y  y2—4ax2 8x2 2 )

b2 2 .
@b)(a—a T =)0 T =a)(c=b)’

2516 . q2/3 . g3/4 60,
9) (a®5 + (az)02 + 299) - (a®5 — (az)®? + 20);

2
a-a%%4x-20-5 0.5 a5 4205 .
(W — (ax) N\ T )

a/3_841/3p B \/>
11) a2/3+2\ﬁ+4b2/3 : 1 2

1) (2HE DV, e Ve
r—Va?2 -1 :r(x2—1)—1/2+1 (= 1)-2



4. CnpoctnTtu BMpas:

IR 0 e St (0 B WY ==

2(m —n) " Vmd — /n3
) z—y . 2H2yL/A g g1 /Ay1/2 ' gy 1/4
23/4 3 g1/2y1/4 212 4 412 w12 — 21 /Ay /A 4 y1/2”

5. Hexaii D = %—l—g—i >0, z= {’/—g +vVD+ i/—g —+/D. O64ucantn
23 + ax + b.
6. Po3Bs'snzaTu piBHAHHS:

1) 5a? —4x —1=0;

2) 222 +3z4+7=0;

12 ]1—x\+|3$—1|—2
13) |22 — 3| +2 = 0;
14) |5 —dx — 2|+ 2 —5=0.

)
3) 322+ 92+ 1 =0;
4) 22 + 22 -3 =0;
5) (x4+ 1) (z+3)(x+5)(z+7)=9;
6) (2 1)(z~2)a — 3o —4) =3
7) 323 — 222 — 4 +1=0;
8) = 2+1 + $2+22 = —2;
9) 2 (m) — 5(Z£2)2 448272 =
Tx
10) 312—x+2 3x2+5x+2 =1
11) 22 — 1|+ |z + 1| = 1;
)
)
)

7. Po3B’'si3aTn cnctemu piBHsIHb!

4,4 _ 2 _ 2 _
) {x Tyt =82, 5 {293 3zy + 92 = 3,

Ty = 3; 2% + 2zy — 2y° = 6;
z_g_5

2) v 6’ Jf3+ 3:97
x2—y =5; 5){ Y

rz+y=3;

24+ y+2=71,

3) z+2y+2=38, 6) 22 +y? =5,
T+y+2z=09; Ty =2



8. Po3B's3aTn piBHAHHS 3 ippauioHanibHOCTAMM:
) VB +7—Vr+1=2;

2) Va4 vVr+ 11+ Vo —Va+1l=4;

) Vr+1—vV9—x=+22—12;

4) Va2 49— 22 -T7=2

5) V/br +7— br—12=1;

6) Vo +1++Vidr+13 =3z + 12.

9. 3Haiigite 24-ii uyneH apudmeTuuHoi nporpecii, sKwo a; = 13,5 i
d=—0,8.
10. Ckinbku unexis apucpmeruynoi nporpecii 88, 80, ... 3HaX0ANTLCA MiX Yun-
cnamn -40 i 107
11. Wloctuii unen apudmetnyroi nporpecii gopisHtoe 70, a 12-i unen 10.
3HaligiTe CyMy ABafUATU HOTMPLOX MEPLUNX YJIEHIB L€l Mporpecii.
12. 3HaiigiTe 8-ii unen reometpuydHol nporpecii, skwo by = —0,0001 i ¢ =
10.
13. V reomeTpuuHiii nporpecii bg = %, q= % 3HailgiTe neplunii YaeH i cymy
AEB'ATY NepLINX YMEHIB NPOrpecil.
14. 3HaiiTu 1 HaTypabHe Take, LWO:

1) 7+ 11+ ...+ (4n—1) = 20n — 38;

2) 4422428 4. 4 onl=on’ Tty

15. 1) 3natoum, wo 37” < «a < 27, 3Haigite: cosa, tga, ctga, akwo
sina = —%.

2) 3natoum, wo § < «a < T, 3HalgiTe: cosa, tga, ctga, akwo
sina = %

3) 3naigite tga + ctga, skwo sina 4+ cosa = 1,4, pe a -

roCTpuii KyT.
4) 3naiigite sin* o + cos? Q, AKLWO Sin o cos o = %
5) 3Haiigite sin* & — cos? o, skwo sin® a — cos? o =
6) 3naiaite tg? o + ctg? o, skwo tga + ctg o = 2.
7) 3naiigite cos(a + ), skwo cosa = %, sinff = %, npuyomy
O0<a< i, 0<pB<3.
8) 3naiigits sin 2ar, cos 2a, tg 2, sikwo cosa = 0,8 i a — kyT 4 uBepTi.
16. 3HaiigiTe HalibinbLe | HAaliMeHLLE 3HAYEHHSI BMPa3y
1) 1+ 4cos?a + 3sin? o

2) 5tgactga — (sin? a — cos? a).

1

14



+s1n —+sm Ur

6

17. Obuucnitsb SC
18. CnpocrTitb Bmpa3
1) sin 33 +

sin 33

cos 33—sin 38

3) 4sinacosa(cos? a — sin? ).
19. Po3B'si3aTu piBHAHHS
1) cos(Sx—jT— %z E-_l; 7) sin*z + cos?x = %;
2) tg(r - §) e 8) 6ctga — 2cos? x = 3;
3) \_/gctg(a:. +3)=1 9) ctgx = cos? 2z — 1;
4) sinz — sin 3z = 0;
5) sinbx + cos br = 1; 10) dcosz —ctgr —1 =
6) cos3x — cosbx = 0; 11) sin? z + cos* z = sin 2z —
20. Po3B’'s13aTn HepiBHOCTI:
2 2 3 . 6
1 3 ) 5) 323 > —1;
2) 3o x2 ~ Tomiz > O; 6) |z — 5| > 12;
21. PosB'sizatn HepIBHOCTi 3 ippaLioHaNIbHOCTSMU:
) V22— <3; 3) V9 — 20 < x;
2) Va?+ 3z +2<2x+5; 4) Vr+3>x
22. Po3B'si3aTi siorapudMivHi HepiBHOCTI:
1) logy jp(x = 7) > 4;
2) Ig(x +1) > 1g(5 — z);
3) 10g1/3 3]‘2;21 < 1,
4) y/logs 5 Ze— 3 <1
5) /1— log5(ac2 — 27 + 2) < 2logys (5% — 107 + 10);
6) log, 11 (a® — 2+ 1) < I
7) log;_ (22 +2—2) > 1;
8) logy (2% — & —2) <logy_,(x + 6);
9) log;(3% — 1)log(3°T2 — 9) > 3;

10) log,2 3, (z+3) < 1.

3

cos 38+sin 35;
2) 2sin® a + 2cos? a + tg? o + ctg? o

2” +cos —Jrcos om -

23. Po3B'si3aTV NOKa3HMKOBI Ta CTENEHEBO-MOKA3HUKOBI HEPIBHOCTI:

15
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sinx’

0,5;



1) 10°° <1
2_

2) (3)° " <3

3) 0<4%-6-27 48 < 3;
24. Po3B’a3aTun HepiBHOCTI:

1) cos 3z > 0;

2) sinx < —1;

3) cos2zx < —%,

4) ctg3x < 1

4) (3— )3 P < 1;
(l’ )x 26248 > 1
6) |o 4 12°+2 < |z 4 13,

) ctgzx > 0;

) sin2zcosx < 0;

7) tgx < sinuw;

8) 2sin’z —sinxz — 1 > 0.
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3AHATTA 2
NOTI4YHI CUMBON. MHOXXUHW | AII HAL HUMU

KoHTposibHi 3anuTaHHs

- def def
Jloridni cumBonn = <; < V; 3 3= =

. [MepeTsopenns noridnux Tepawens "ne B = ne A ". [Josegenns
Bif CYynpOTUBHOIO.

N~

3. Cnocobu 3agaHHs MHOXUH.
4. [ii Hag MHOXUHamU.

A2

1. Buznauutu muoxuny A, sikuo:
1) A={z|IneN: z=2n};
2y Ve € Adne N: xz =2n;

)
3y Vee AdmeZ IneN: z =
HVreAdyeR, y>1: 2% =y;
)
)

SE

Y

5) Vac AJzeR: 224+ 2azx+a=0;
6) A={z|WeR: 22 +y? =1}
7) Y(z,y) € A: max(x,y) > 1.

2. Yu BipHi HaCTyMHi BUCNOBNIOBAHHSI:

)Vae RIzeR: 22+ ax = 0;
2) Vac RIze R : 22+ 20z +a=0?

3. 3anucaTtu B KBaHTOPax BUCJIOBJIOBAHHS:
1) "y mHoxuni A micTuTbes Binbwe ogHoro enemenTa";
2) "y mHoxuHi A micTaTbes sik 3aBrogHo Bennki gogatHi dmncna’.
4. 3anucaTu TBEPAXKEHHS Ta JiOro 3arnepeyeHHsi B KBaHTOPax, 3'sCyBaTu, ke 3

OBOX TBEPAXKEHb ICTUHHE:

2 — g mae LIACHUT KOPiHb;

2

1) npu koxHomy a > (0 piBHsHHS X
2) Npu KOXXHOMY AiiCHOMY @ PiBHSIHHS X
3) icHye kBafgpaTHe PiBHSIHHS, WO He MaE AiCHNX KOPEHIB.

= @ MaE€ AilicHNi KOpiHb;

5. B aknx Bunagkax npasunbHi Teepaxeris A = B, B = A, A & B?
3anucaTi NpaBuAbHI TBEPAXKEHHS Y BUTNSAI TEOPEM, BUKOPUCTOBYIOUM CIOBa
"HeobxigHo"i "pgocTaTHbO".

1) A ="uncno a > 0", B ="uncno a > 1";

2) A = "pani kytnn BepTukanshi’, B = "pani kyTn pigni’;

17



3) A = "waTypanbHe uncno ginuteca Ha 3" | B = "naTypanbHe
Yncno AinnTbesa Ha 9";

4) A ="pisusnns f(z) = g(z) mae vopins", B = "pisnsinns f2(1) =
g° () mae kopinb”;

5) A = "sapanunii TpukyTHUK pisHobeapernii’, B = "nBi megiaHn
33,aHOMO TPUKYTHMKA PiBHI Mi>XX coboto’;
6) A = "sapanuii yoTupukyTHUK € pombom’, B = "giaronani 3aga-

HOFO YOTWPUKYTHUKA AiNSATb WOr0 KyTU Hasmin'.

6. [osectn Ans HaTypanbHux T TBepmKeHHs n° —n — 3 > 0 =
n > 3 : a) be3nocepefHbO PO3B'SA3aBLIM HEPIBHICTb; 6) 3anucaBWwM eKBiBa-
NEeHTHe TBEPI KEHHS 3 BUKOPUCTAHHAM 3anepeqeHsb.
7. Buznauntn muoxunn AUB , ANB, A\B, B\ A4, A Ta patv ix reomeTpuiny
iHTepnpeTauito, SKLWO:

1) A=[13], B=(2,5];

2) A={z|2*+62+8 <0}, B={z]2?+ 3z <0};

3y A={zeR|1<|z—-3] <2}, B={zreR]|2z| < 3};

4) A={(z,y) e R?*| 22 +¢?> <1}, B={(2,y) € R?| zy > 0};

5) A= {(z,y) e R*|a® +3y? <1}, B={(z,y) e R*| 2ly — 1| < 1} .

8. Bigomo, wo muoxuHa A ckinvenna, a mHoxuHa A U B neckinyenna. [o-
BECTW METOAOM Bif CYNPOTUBHOMO, LLO MHOXMHA B HeckiH4YeHHa.

9. [loBectu piBHiCTb:
(A\B)\C = (A\O\(B\O).
O1. Hexait gns m € Z, n € N muoxuna Ay, = (m,m + n). Busnauntn
TaKi MHOXWHN:
1) By, = U Amm Cpm = ﬂ Amny m € Z;

0

2 N (U Am) N (U A

m=—o00 n=1 meZ n=1
D2. Hexaii Apn = {(z,y) € R*| m? < 2% +y? < n?} ans
m, n € NU{0}, m < n. BusHa4ntn MHOX1HM:

n—1 n—1 0o 00
U Amna QO Amn; m U Amna

m=0 m=0n=m+1
00 00 oo n—1 oo n—1
U m Amny m U Amna U n Amn-
m=0n=m+1 n=1m=0 n=1m=0

18



03. Busnauntun muoxurn |J Ay ta () A, skwo:
teT teT
1) Ay =[t,t+1], T'=][0,+o00);
2) Ai={z €R| sinz=t}, T=]0,1];
3) Ar={(z,y) e RZ|2® + 42 <22}, T = 0, +00);
4) Ay ={(z,y) e R?| y =ta?}, T = (0,+00).
O4. Busnauntu muoxunn | Ay, [ A, ge:
teT teT
1) At:{(xay)eR2| .%':ty}, T= (0,00);
2) Ay ={(z,y) e R’z =1y}, T=[-11].

B2
1. Llo moxHa ckasaTtu npo AilicHe YUCNo I, sSKLWO:
1) Va>0 : z <a; 3) Va<0 : z<a;
2) Va>0 : z <a; 4) Va <0 : x>a?

2. BusHauutn muoxuHy A, sikuo:

1) Vac Az € R : 3a+ 2ax — 22 > 0;
2) A={a| 3z € R : 3a+ 2az — z* > 0};
3) Vac A cRITER : 22 +2ax+b*>+1<0.

3. Yu npaBusbHI HACTYMHI BUCIOBAIOBAHHS :
1) VneNdIri e Qara € Q : rirg +11 =mn;
2) JacRVzeR : 22 —2ax+a > 0?
4. 3anucaTu TBEPAXKEHHS Ta JiOro 3anepeyeHHsi B KBaHTOPax, 3'sCyBaTu, ke 3

[BOX TBEPLAXKEHb ICTUHHE!

1) npu koxxHomy a < 0 piBHsHHS x?

2) icHye pilicHe @, Npy SIKOMY PiBHSIHHS 22 4 2a = 0 mae gilicHnii
KOPiHb.

= @ MaE€ fJilicHnli KOpiHb;

5. B sakux Bunagkax npasunbHi Teepmxeris A = B, B = A, A < B?
3anucaTi NpaBUbHI TBEPAXKEHHS Y BUTNSAI TEOPEM, BUKOPUCTOBYIOUM CIOBa

"HeobxigHo"i "pgocTaTHbO".
1) A = "natypanbhe umcno ginutbes Ha 2" | B = "HaTtypanbhe
yucno ainntecs Ha 10";
2) A = "pieHsHHS % = a® mae ropitb B = "pisHsinns 2° = a®
Ma€ KopiHb".
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6. Hexaii ¢ = 3a + 5b i Bigomo, o 4ncno ¢ He ainnTeea Ha 5. [losecTn, wo

4YNCJIO @ He AINNTbCSA Ha 5.

7. Buznauntn muoxunn AUB , ANB, A\B, B\ A, A Ta patvn ix reomeTpuuny

iHTepnpeTaLito, AKLWO:

1) A= (07 2)' B= [_57 1]'
(_007 3},

2) A= (0,400), B=

3) A=7Z, B =N;
HA={zeR|2?-62x—-7<0}, B={zeR|x<2?}
5) A={(z,y) e R?| zy > 0},

B ={(x,y) e R?|y > 2?};

6) A={(z,y) ER?| z =y},
B={(r,y) € R?| || + Iyl < 1)

7) A= {(x,y) € R?| sin(z — y) = 0},
B={(z,y) € R2|cos(:1c—i—y)—0}

8) A={zeR|VaeR: a+2a:1;+1>0}
B={reR|VaeR : a’xr + 2z + 2a < 0}.

8. losecTn BKIOYEHHS:
lﬂl) (AnCYU(BnNnD)cC (AUB)N(CUD);
2) (B\O)\(B\A) C A\C.

9. [loBectu piBHiCTb:

(A\B) U (B\C) U(C\A)U(ANBNC)=AUBUC.

10. 3a gonomoroto npaeun ge Moprata gosectn pisHicte: A U B N (Z U E) =
AUB.
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3AHATTA 3

BIAOBPAXXEHHSA. OBPA3U | MPOOBPA3I.
CHOP’eKUIA, IH'EKUIA, BIEKUIA

KOHTpO/IbHI 3aNNTaHHS

1. 3aranbHe noHATTs BigobpaxerHs (pyHkuIT), obpasu i npoobpasn.
2. O3sHayvenHs crop 'ekuii, iH'exuii i biekuir.

A3

1. [ns dywkyii f(2) = 22 —32+2, = € R, BU3Ha4nTy HACTYNHI MHOXUHY:

FHOD), fH{1}), fHL2D), £((0,1), f((1,5)), f((1,2)),
{ID, 43D, FH5,6), f (=00, 0)).

2. ns dpyHkuii f( ) =1+sinz, x € R, BusHauntn HacTynHi MHOXWHQ:

{0 ), ({6, T 51, S(0.5])
“Hon, SH(G20) s ST (5 +e0))

3. Ski 3 HacTynHux Blp,o6pa>KeHb 3 [—1,1] 8 [—1,1] 6yayTs ciop’exuismn?
in'ekuismun? Biekuiamn?
T2, xe a2 wes 207l g 2l
4. Y e sigobpaxenns f : R? — R2, wo 3agaetsest dhopmynoro 1)(z,y) +—
(22,92);  2)(x,y) = (z +y, T — y) crop’ekuiero? in’exuiero? biekuiero?
5. BusHauutu obepHeHi cyHKUii Ta nobygysBaTn X rpadikm Ans HaCTyMHUX
dyHKuUiiA:
1) y=2"+1, ze R; 2) y = logy3(2x), = > 0.

6. MokasaTu, Wwo dyHKuis y = 2, T € [—1, 1], He mae obepHeHoi. BusHaunTu
obepHeHi yHKUiT ana dyHKuUiiA:

1) y=2a% ze[-1,0; 2)y=2% xcl0,1].
7. 1) 3anucatu cynepnoauuii dynkuii g(h), h(g), h( ),9(9), me

g(x) =€, h(x) =sinz, x € R.
2) MopmaTw HacTynHy dyHKUilO Yy BUMASAl  Cynepnosuyii  KijbKox
efleMeHTapHNX OyHKL,iii:

1)f(@) = sin® e 2) f(x) =

8. [loBecTn meToAOM MaTEMATWUYHOI IHOYKUIT:

1) pisnicte 12 + 22 + ... +n? = %;

2) nepienicte 1 > logzn, n > 1.
21
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O1. dosecTtn cnissigHOLIEHHS: <U Ak> \ ( U Bk) C U (Ax\Bk). Ha-
k=1 k=1 k=1

BECTU NMPUKNALN MHOXUH, ANS SIKUX MAE MicCLie CTPOre BKIIOHEHHS.
02. Oyukuia f : Z — 7 3apana cnisBigHOWeEHHAM

f(n)=n(n+1), ncZ
BusHaunTtu npoobpasn HaCTyMHUX MHOXUH

{1}, {2}, N, {...,—4,-3,-2,—1,0}.

3. Yu e sigobpaxenns f : N? — N 6iekuieto, sikwio
m+n—2)(m+n—1
(m + )2( + ) (m,n) € N??
O4. Hexaii f : R - N, g: N>R, h=g(f) : R — R. Yn moxe

h 6yTu in'exkuiero? crop’ekuiero? biekuieo?

flm,n) =m+

5. [losectu, wo xopHe sigobpaxetts f : A — 24 ne € Giekuieto.

B3
1. Onsa dynkyii f(z) = ’ml‘
f({_l})a f {_171})a f((_270))7 f([l,—FOO)),
), A1, FH0), (-1, 1),
2. Ski 3 HacTynHux Bigobpaxens f @ R? — R?
1) (z,y) = (y,2); 3) (z,y) = (z+ Ly+1);
2) (z,y) = (x,0); 4) (z,y) — (2%,2Y)

e ciop'ekuieto? in'ekuiero? biekuiero? Ons sigobpaxenns f 3 2) BusHauutn
YA, ae A ={(z,9)| 0 <z <1, y = 0}. Ona sigobpaxenns f 3 4)
susvauntn f1(A), pe A= {(z,y) |0< 2 <1, y=1}.

3. Hexaii f: X — Y i A, B - nigmHoxunn X. [Josectu, wo :
1) f(AnB) C f(A) N f(B);
2) f(A\f(B) C f(A\B);
3) AC B= f(A) C f(B).

V Bunagkax 1) Ta 2) HaBeCTW NpUKNAZM CTPOTOrO BKIHOHEHHS.

, T € R\{O}, BU3HAYUTU MHOXUHN:

4. Hexaii f: X — Y i A, B — nigmioxunu Y. Jdosectu, wo:
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1) fTHAUB) = f"Y(A) U fU(B);3) AC B= f~1(A) C [1(B);
2) [THANB) = [THANSTHB) 4) F(FHA) = AN f(X).

5. 3agavo sigobpasenns f: Z — N, f(n) = 1+ n?. 3naiitu

FED {20, £ {2,

6. BusHauutn obepHeHi yHkuii Ta mobygysaTu ix rpadiku gns HacCTymHWX
dyHKuUiiA:

1) y=(0,3)*, z€ R; 4) y = arccosz, x € [—1,1];
2) y=logsx, x> 0; 5) y =3, € R;
3) y=cosz, x € [m,27]; 6) y = v/, x> 0.

7. 3HaiiTn obepHeri cyHKUiT Ta nobyaysaTu ix rpadiku:

Dy=2x—2% z>1; y=22—2% v<1
8. 1) 3anucatu cynepnosuuii dywkuiii £ (9), 9(f), £(f), 9(9), 9(h), h(g), f(h),
h(f), h(h), ne

f(z) =2% g(x) =22, h(z) =1g(|z| +1), z€ R.

2) Mogatw HactynHy dbyHKLilO Yy BUMAAl  Cynepnosuuii - KisbKox

e/IeMEHTapHNX (PYHKLiiA:
f(z) = /arcsin®(2-2%).

9. [loBecTn MeTOAOM MaTEMATWUYHO! IHAYKUIT:

1) pieHicTb B+ 4+ 0= M, n>1;

2) nepigHicts 2" > n, n > 1.
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3AHATTA 4
OINCHI YACNA. TOYHI MEXKI.

KOHTpO/IbHI 3anUTaHHS
O3HayqeHHs fificHOro 4ucaa.
[NopiBHsiHHS AiicHUX Yucen.
O3HayveHHsI palioHaIbHNX Ta ipPaLiOHaIbLHUX YUCE.
O3HayveHHs anrebpaidHux dmucen.

O3HayveHHst obmexeHol 3Bepxy, 0bmexeHoi 3Hu3y Ta obmexeHol
YUCI0BOI" MHOXXUHMY.

O3HadetHs1 HalibIIbLIOIO | HAIMEHLLIOTO EIEMEHTIB YNCIOBOI MHOXUHY.
7. O3HaYeHHs1 TOYHOI BEPXHBOI Ta TOYHOI HUXHBOI MEXXI HYUCIIOBOI MHOMUHU.

O R W~

S

A4

1. Josectu, wo uncno /3 — ippavioHanshe.

1++5
2. JosecTu, wWo 4nucnao 2\[ — anrebpaiyne.

3. [oBecTtu, wo He iCHYE pauioHaNbHOMO YKUCAa T, TAKOrO LIO:
Dr? =5 2)3=T.
4. Hexaii v, 8 € R\Q, r € Q. Ski 3 HacTynHux 4ncen MoXyTb BUSBMTUCA
payionansHumu: 1) ao+ 5 2) a+ 15 3) /73?
5. ,El,nﬂ MHO)KI/IHI/I A BN3HAYNTM TOYHI BEPXHIO Ta HVDKHIO Mexi, SKLLO

1) A=(-2,3)U[4,5];

2) A= (- 12)U{4}U(56)

3) A= (—00,3);

4) A={zeR|? —1>0}

5) A={zeR|x=2,13a3...ay...; a, € {0,1,...,9}, n > 3};

6. [loBecTn OOMEXeHICTb Ta BU3HAYUTU TOYHI BEPXHIO Ta HUDKHIO MeXi
HAaCTYNMHNX MHOXWH:

1" 1+(—-1D)™
1) {=neN}; 3 {SF + B nen)s
2) {%(2+(—1)”)|nEN}; ){1+ sagcos Gt ne N
7. HaseaiTb npuknag uqucnosoi MHoxuHm A Takoi, wo infA = 0,

supA =1, ane A # [0, 1].
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8. 3naiitu:

m-—n m-—n
1) inf sup 2) sup inf
nENmGNm+n mENnENm+n
3) sup inf (2% — 2nx)
neNzeR

9. [osectu, Wwo MHOXUHA AIACHUX Yucen
A={1+5+ -+, |neN}.

HeoDMeXkeHa 3Bepxy.

A1. MokasaTn, wo sKwo 7* — xopowe HabamxeHHs Ao V2, 1o %ﬁ;ﬁ - we

Kpale HabAMXKEHHS | WO noxubkm umx HabamxeHb ByayTe pisHux 3Hakie. Ha

OCHOBI LibOr0 TBEpPKEHHS OTPUMaiiTe 4 HabKeHHs 40 /2, BUXOAAYM 3 Ha-

BAVXKEHHS % OUuiHiTb X TOYHICTb.

2 3
02. Noeectu, wo 4ucna \[l_\[, V2+V3+V5- anrebpaiyHi.

O3. [osectu, wo 4nCno, BUPaXKEHE HECKIHYEHHUM [ECSTKOBUM Apobom
0, 1000000001000000 . . . (oguHWLi CTOATL Ha MEPLIOMY, JECATOMY, COTOMY,
TUCSHHOMY | T.4. Micyi, iHWI Ludppyu — Hyni) — ippauioHanbHe.
A3. Adkumn cniBBiAHOWEHHAMIN 3B'S13aHI TOYHI MeXi HEMOPOXKHIX 0BMEXEHX
mHoxud A C R, B C R, skuwo:

1) B={-x|x e A}; 4) B={2?|z € A};

2) B={x+a|ze€ A}, aeR;

3) B={ax|x € A}, a € R; 5) B={2%|x € A}.

b4

1. Josectu, wo uncno /4 — ippauioHansHe.
V2+3

2. JosecTu, WO 4ucio 1 — anrebpaiyne.

3. Bigpisok AB ginutscs Toukoto C' tak, wo AB - AC = BC? (sonoTuii
nogin). Josectu, wo BigHOLWEHHS % ippauioHanbHe.

4. BkazaTu fBa ippauioHanbHUX YUCAa, PISHULS SIKMX pauioHabHa.

5. BkasaTu ABa ippauioHanbHuX Yucna, 4obyTOK sSiKUx pauioHanbHUA.

6. Hexaii v, 8 ¢ Q, a+ € Q. Josectu, wo o — B, aa+ 25 ¢ Q.

7. Hexaii a, 5 € R\Q, r € Q. Fki 3 HacTynHux 4ncen MoxyTb BUSBMTUCS

payionanshumu: 1) o, 2) a5 3) -1y 4) Va+r
5) Va++/B; 6)Va+r; 7)\r+ya?

8. Josectu, wo giicte yuncno 0,12345678910111213 ... — ippayioHanbHe.
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9. Bunucatn gecsatkosi HabnuxeHHs 4uncna \/§ 3 HEJOCTa4Yetd 3 TOYHICTIO

0,1; 0,01; 0,001 i 3naiiTn pisHULIO MiX YncioM 2 | KBagpaTaMu LnX

HabnmxxeHb. 3pobuTn Te caMe 3 HABAMKEHHAMUN 3 HAAJINLLKOM.

10. Ski 3 HACTYNHUX YUCNOBUX MHOXKNH ODMEXKEH] 3BEPXY, sIKi OBMEXEHT 3HU3Y,

AKi HeObMeXKeHi? 3HaliTK TOUHI BEPXHI Ta HVXKHI MeXi AJ151 OOMEXEHNX MHOXUH.
1) MHoxuHa pauioHanbHux Yncen T = B, ansa sknx 0 < g < p.

2) MHoXUHa pauioHanbHUX Yucen T = g, ansa sknx —q < p < 0 < q.
3) 2,710 (R\Q).
4) MHO)KI/IHa NepUMETPIB  NPaBUIIbHUX
kono pagiyca R.

5) Muoxuna nnow, npasunbHux 2" l-kyThukis,  BRucammx y
Kosio pagiyca R.

6) MHOXUHA AeCATKOBUX HaBAMKEHb 3 HAANNLIKOM 15t \/2.

2n+1—KyTHVIKiB, BNNCAHNX Yy

7) MHOXMHa AecSTKOBUX HabinxKeHb 3 HejoCTavelo Ans V2.
11. 3HaiiTK TOYHI MEXi MHOXWH:

1) [=2,2] U{7}; 5) { 2| neN};
2) {z| 22— 32+2>0}; (5 }

) n
) {n 105|n>1} 2 {WMEN};
) {2+ 2) | n>1); ){1+ lenTm|TL€N}

w

4

12. ina skux yncnoeux mHoxun inf A = sup A ?
13. [osecTu, Wo MHOXMNHA BCiX NPaBUILHUX PaLioHaNbHUX Apobis

A={§!p,q€N, 0<p<q}

HE Ma€E Hi HalIMEHLLIOro, Hi HalbINbLIOrO enemMeHTIB. 3HAliTN TOYHI BEPXHIO Ta
HUXKHIO MEXi LLIET MHOXUHMN.

14. 3naiitu:
1
1) sup inf 3) sup inf ———
mENnENmT;’l_n neNzcR N+ 2+ arctgr’
2) inf sup

n€eNmeN m+n
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3AHATTA 5
rPA®IKN ENIEMEHTAPHUX ®YHKUIN

KOHTpOIbHI 3aNNTaHHS
1. Obnactb BuU3Ha4eHHS Ta 061aCTb 3Ha4Y€Hb PYHKUT.
2. @yukyii HenapHi, napHi, MOHOTOHHI Ta nepiogunyHi. BignosigHi Bna-
CTUBOCTI rpadikis.
3. EnemeHTapHi nepeTBOpeHHs rpacpikis.

A5

1. 3HaliTu MHOXNHN BU3HaYeHHs yHKuili. Yu € BoHn napHumun? HenapHumu?
nepiogny4HuMmn?

1) y=+v4 —x; 3) y = cos 3x;
2) Y= 2503 4) y = .
2. lMobyayeaTtu rpadpiku pyHKLiiA:
1) y=2z+3; 4) y=—2®+4x — 1;
2) y=—-1
3) y=>5— 22 5) y =2+ 4x + 5.
3. MNobyayeaTu rpaciku pyHKUiiA:
1) y = —log, ; 3) y =2+ logy(z + 1);
2) y = logy(—a); 4) y=2""2
4. NobyayeaTu rpadiku ApoboBO-AiHIAHNX YHKL:
1 2z —3 2) 3z +
YT YT
5. MNobyaysaTu rpadiku pyHKLUiA:
1) y = sin(3z) — 4; 6) y = STl
2)y:4—10g2($—2), 7)y:’x2—4x—|—3’7
3) y =cos(2x + 3); 8) y = 2 — 4|z| + 3;
4) y = sin |z; 9) y = |22 — 4|x| + 3|;
5) y = |sinx|; 10) y = |2? — 4z +3
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A1. Cnpoctntu Bupas:
1) ((logf a + log? b+ 2)1/2 + 2)1/2 —log, a — log, b;

1/2
2) <$1+21°;41+8310g1$22 _|_1> :
log2 b+1 1 1/2 logzb-i-l \fl 1/2 1)
3) 2log, b — \ 2log, b 08a (a’> )7
4) \/(”2 4)2 +4+\/1+ +4,
284t —22/242
5) ( Al T8 \/§>
6) Va2 — 12z + 36 — Va2,
(lgb . 9log, lgb>1/2 . lgfl/Q b2_

)
lg® b+1 100,51 lgbl/2
9Teb +1—10%°lele

8) a — 8V a3b2 + 4V
Va—2vVb+2 Va3b?

02. Bes enektponHnx 3acobis gisHatucs, sike 3 yncen binbwe: log;ss 675 un
10g45 75.

[3. 3HaliT MHOXMHY BU3HAYEHHS Ta MHOXIHY 3HadeHb byHKUITY = V2 + 2 — 22

+ 3Vb.

b5
1. MobyaysaTtu rpadiku yHKLiiA:

1) y = cos(§ — x); 9) y= |4

2) y =3+ 2sin2z;

3; y = |1 —;Of%; 10) y = (!wl +1)%

4) y=|te2xl; 11) y = |22 + 22 — 3

5) y = tg |22]; )y =| b

6) y = —2arcctg x; 12) y = 2* 4 2z| - 3;
1 .

Y= = 13) y = |22 + 2|z| — 3|;
—1

8) ¥ = i 14) y = |22 + 22| — 3.

N

. 3naiitu 1g 56, skwo lg2 = a ilogy 7 = D.

3. 3HaiiTn noMuaKy B AOBEAEHHI:

)8 <32 = 23 <2° = logy;(2%) < logy,(2%) =
310g0.1 2 < 510g0.1 2 = 3> 5,
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1 1
2) 55 < & = logyg < logyt = 20823 < 25 =
2210825 < glogas — glogas < olE2s = 4 <2,

4. Po3B’'sA3aT1 NOKA3HWKOBI PIBHAHHS:

1) 257 = 6) 3*1 43772 43773 = 13;
2)9%—27 7) 4Vl = 64 2VEtlL
3) V27/3% = 36; 8) 4 4+ 2% —6 = 0;
4) 51’+1_8 9) 32VT — 4.3V 4 3 = ;
5) 7 7*”61—6; 10) 7-2* =5 3%
5. Po3B’'sizaTn norapndMidHi piBHSHHSA:
1) lgz =3 —1gb; 4) logy(x — 1) = logy(2? — z — 16);
2) lg(lgz) = 0; 5) logZ x — 3logg x — 10 = 0;
3) log, 36 = 2; 6) loggx +log,2 3 =1;
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3AHATTA 6

rPAHNUA NOCNIAOBHOCTI.
OBYUCNEHHA TPAHULUI 3A O3HAYEHHAM
OYHOAMEHTATbHI NOCNIA0BHOCTI

KoHTposibHI 3annTaHHs

1. O3HayeHHs1 rpaHunLi NocaifOBHOCTI.
2. O3HaveHHs 0bMeXeHOI NoCAiA0BHOCTI.
3. Teopema npo €AVHICTb rpaHuLi.
4. O3HayeHHs (byHAaMEHTA/IbHOI MOCAIZOBHOCTI.
5. Kputepiii Kowwi 36i>HOCTI 41CA0BOI MOCAIZOBHOCTI.
A6
1. 3a 03HaYeHHsIM rpaHuLi NOCIAOBHOCTI JOBECTN PIBHOCTI:
2n + 3 1 . 2n
1) lim = - 3) lim ———— =0;
n—oo 4n + H 2 n—00 n3+1
. M +6 )
2) lim = 5; 4) lim 27V" = 0.
n—oo 1+ 1 n—00

Y BUNagKky 2) 3anoBHUTW HACTYnHy Tabanuo:

e [o1]o001] 0001 [ 00001
N(e)

N

g e

Wl

. Yu 36iHa nocnigosHicTs 1, %, 1, %, 1,
3. 3HaiiTy HacTynHi rpaHuui:

1) lim (Vn+1—+/n);

3/ 9 |

. n< cosn.

im ————;
n—00 n+1

1 1

4)hm(l-2+2-3+ +nm+D)
4. Skuii Bupa3z npuiimae 6Ginbwi 3HAYEHHSI ANS  BCIX HATypaibHUX T,
MOYMHAKOHMN 3 AESKOro:

1)100n+200 wn 0,01n%; 2)2" un n'%%0: 3)1000" wu n!?
5. Hexaii nocnigosicts {a, : n > 1} obmexena, a nocnigoBHICTL
{bn : n > 1} 36ixna po Hyns. Josectn, wo nocnigosHicts {apb, : n > 1}
30iraeTbcs Jo Hyns.
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6. Hexaii {a,, : n > 1} C R\{0}. Josectn, wo |a,| — +00 npn n — +00
TOAi | TiNbKKU ToAi, Kon ai — 0 npu n — +oo.

n
7. 3a gonomoroto kpuTepito Kowi gosectn 36i>KHICTb HACTYNHUX NOCNiLOBHO-
cTei:

3 xn:cosl+cos2+cos?>+“'+cosn N> 1
2 22 23 on T
%) 2y = sin2+sin3+sin4+”'+ sinn >0
1.2 2-3 3-4 (n—1)n’"  —

8. Hexaii {a,, : n > 1} — nocnigosHicTb gilicHux uncen i
Yn>1: |apt1 —an| <27
HoBsecTn, Wo us NocnifoBHICTL PyHAAMEHTabHA.
9. [oBecTu, WO NOCNiLOBHICTb
1 1 1
1+§+§+”'+H’ nZl,
He € cbyHAaMeHTanbHOO. Y1 Ma€e rpaHuMuto us NoCNigOBHICTL?
A1. Joeectn HacTynHi piBHOCTI:
n

2 1
1) lim — =0; 3) lim =0;
n—oo 1) n—00 1/n!
. log,n no_
2) Jim — = =0; 4 Jim o7 =
2. 3nai i (1+3+5+ +2n—1>
A2. 3naiit rpanuuto nl—>nolo 5t ozt 33 on .

3. Hexaii nocnigosHicts npsimye go +o0o. Josectu, wo cepeg Ti yneHis €
HaliMeHLLNIA.

A4. Hosectun, wo 36iKHa NOCAIAOBHICTL Ma€ Halbinblwmnii abo HaliMeHLWwnii
YJIEH.

05. Hexaii {a,, : n>1}i{b,: n > 1} - dynaamenTanbhi nocnigosHocTi.
[doBectn pyHAAMEHTaNbHICTL HACTYMHMX MOC/ILOBHOCTEI:

1) {lan|: n> 1} 5) {ananio: n>1};
;; %Zgb"n g ?}71}’ 6) {max{an, by}: n>1}
4) {an+by: n>1}; 7) {min{a,, b,}: n >1}.

[6. Hexaii a € R, {an Ton > 1} — MOC/IAOBHICTb gilicHux yuncen. Lo
03HaYaloTb HACTYMHI BUCIOBAIOBAHHS:

1) Ie>03keNVn>k: |a, —al <¢g

2) 3e>03keNVn>k: |ap —al >¢;

3) Ie>0VkeNIn>k: |ap —al <e;

4) Ie>0VkeNVn>k: |a, —al <
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) Ve>03keNIn>k: |a, —al <e;
) Ve>03keNIn>k: |a, —al > e;
) Ve>03keNVYn>k: |a, —al >¢;
)
9)

o ~N o Ol

Ve>03dke NVn>k: |a, —al <e;
Ve>0VkeN3In>k: |a, —al > ¢;

10) Ve >0Vke N3In>k: |a, —a| <e?
O7. Hexaii {a,, : n > 1} — dynaamenTansHa nocnigosHicTs. [Josectn dyH-
AaMeHTanbHiCTb nocnigosHocTeli: {1/ |an|: n > 1} {¥a, : n > 1}.
08. Hexait {a, : n > 1} — nocnigosHicTb gilicHnx uncen i

Vn > 2: |apt1 — an| < alay, — an—1],

pe o € (0,1) — dikcosane uncno. osectn, Wo us NOCNiFOBHICTb byHAAMEH-
TasbHa.
09. Hexaii {a, : n > 1}, {b,: n > 1} — dpyHaameHTanbHi noCNifOBHOCTI i
AC>0Vn>1: |by|>C.

n

JoBecTn, wo nocnigosHicTb {Z— T n > 1} dyHaaMeHTanbHa.
n

B6
1. 3a 03HaYeHHsIM rpaHuLi NOCIIAOBHOCTI AOBGCT? piBHOCTI:
D jm =g =k 3) Jm —=0;
( 1)n+1 n
2) lim ——— =0; 4) lim 0,999" = 0.
n—oo n n—oo

Y Bunagkax 1), 2) 3anoBHUTW HacTynHy Tabanuo:
€ 0,1 0,01 | 0,001 | 0,0001

N(e)
2. 3HaliTi HaCTynHI rpaHnui:
1 10000n ) ( 1 2 n 3 n 2n —1 2n>
im —-; m(——-=—4+——"- - —);
nsco nd 41"’ n>co \2n  2n 2 2n on/’
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12 22 _12
3) lim (734_734_..._}_&);
n n

n—o0 n3

i 12 32 (2n —1)?
9 Jim (5 )
3. Yu 3MIHNTBLCS 3MICT O3HAYEHHS rpaHMLi MNOCILOBHOCTI, SIKLLO B O3HAYEHHI:
1) "Ve > 07 zaminutn va "Ve € R”;

) "Ve > 07 samitutnn Ha "de > 07;

) 7dN € N” zaminutu va "IN € R”;
4) 74N € N” zaminntn Ha "VN € N”;

)’INeN Vn > N : |a, —a] < €’ 3amikutn Ha
"INeN : |ay —al < €”;
6) "|a, —a| < &” zaminntu va "|a, —al <e” 7

4. Hexait a € R, {a, : n > 1} — nocnigosHicTs gilichnx yncen. Josectu, wo
KOXKHa 3 HAaCTYMHUX YMOB O3Ha4a€ HEOBMEXEHICTb NOCAIAOBHOCTI {an T n>
1}:

1) Ve>0VkeNIn>k: |a, —a| > ¢

2) Ve>0VEkeNIn>k: |ay| > e
5. Hexait a € R, {a, : n > 1} — nocnigoshicTb giiichux uncen. JosecTn,
O KOXKHA 3 YMOB

1) 3e>0VkeNVn>k: |a, —a| <¢;

2) Ie>03FkeNVn>k: |a, —al| <e¢;

3) r>0VneN: |a, —a| <c¢;

4) Je>0VneN: |a,| <e
o3Ha4ae obmexeHicTb nocnigosHocTi {a, :n > 1}.
6. Josectu, wo nignocnifgoBHicTe yHAaAMEHTaNLHOI NOCAIAOBHOCTI dyHAa-
MEHTAaJIbHa.

7. Hexaii {a, : n > 1} — nocnigosHicTb gilicHnx Yuncen i

. 1
Vn Z 1: |(In+1 —an| < m

HoBecTn, Wwo us nocnifgoBHICTL PyHAAMEHTaAbHA.
8. Hexaii {a,, : m > 0} — obmexena nocnigoeticts i |g| < 1. Josectn, wo
MOCNiAOBHICTb
— 2 . n > 1

Tp =00 +a1q+aq” +---+apnqg, n =
dyHaameHTanbHa.
9. 3a gonomoroto kpuTepito Kowi gosectn 36i>KHICTb HACTYNHUX MOCNILOBHO-
cTeik:

1) xp, =

cos 1! n cos 2! n cos 3! n n cosn! 51
1.2 2.3 3.4 nn+1) =
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1 1
2) wn:1+27+37

10. Hexait nocnigoshicts {a, : n > 0} Taka, wo ant1 — an — O.
Y 0608B's3K0BO LS NOCNifOBHICTL 36ixHa? HagecTn BignoBigHi npuknagu.

1 1
+t Tt >l
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SAHATTA 7

BJIACTMBOCTI 3BI>KHNX NOC/IIZ0BHOCTEN.
TEOPEMA NMPO FPAHNUIKO CYMU, OOBYTKY | HACTKU

KoHTposibHi 3anuTaHHs

1. BnactuocTi 36iKHUX MOCAIZOBHOCTEN.
2. Teopema npo Tpu MOCNiZOBHOCTI.
3. Teopema npo rpaHuuo cymu, JOOYTKY Ta YacTKu 30DKHUX MOC/iZOBHOCTEN.

A7

1. O6uucnutn rpaHuui:
. A4+ 2?2 +13n+1
1) lim ;
n—oo 14n3 + 22n2 —n + 2
7n® +2n* +13n+ 1

9

2) nh—golo 22n2 —n +2

m24+13n+1

3 .
Y N s s L
4 lim (n+ 1B+ m+2)" 1) nh_)rrolon(\/n4 +n+1—vnt+1);
n—o0 (n+3)B+4+1 ’ )
(_2)n 4+ 3n 12) 11_)11’1 V2™ + B
5) lim ; n—roe
_9\n+tl N
. n° + 2" 4+ cosn n—00
6) lim — n
nmoo 20 4 sinn 14) lim V2V 10+ 1;
. n*+nsinn+/n n—00
7) lim ; . 2
n—oo  (n+lgn)? 15) lim "/n;
. an n—oo
8 Mmoo Aeaz0; 16) lim {/log,>2;
9) lim (2" — nb); e
: 2 1) 17) i :
10) 7};120(\/71 +n+1—+vn2-1);17) s

A1. O6uncanTtn rpaHuy:
1494 ...
1) lim (+++” _ ”) ;

n—00 n -+ 2 2
1-2+3—-4+---—2
2) Jim P
n*+1
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.1 1\? 2> n—1)\2
3) lim —((a+=-) +|a+—=) +--+(a+ ’
n—oo N n n n

neac R;
12422432+ 4 (2n —1)?
4) 1 3 :
n—o0 n
1-24+92. N/ 1
5) lim +2-3+3 3+ +n(n+ );
n—00 n

1 1 1
6) lim + EREE e ——
)”_m(\/n?-i-l Vn? +2 \/n2—|-n>

02. Hexaii nocnigosrocti {a, : n > 1} i {b, : n > 1} posbixni. Lo
MOXHa CTBepAKyBaTh npo 36ixHicTb nocnigosHocteii {a, + b, : n > 1} Ta
{anby, : n > 1}7 Hasectu signosigni npuknagn.
A3. Hexait apb, — 0 npu n — 00. Yu MoxHa cTBEpAKYBaTH, WO Y LbOMY
BUNaaky xo4a 6 ogHa 3 nocnigosHocteii {a, : n > 1}, {b, : n > 1}
3biraeTbea go Hyna?
D4. Hexaii a, - 0, n = o0; a, >0, n > 1, b, - 400, n — oo.
[o sikoro 4ncna moxe 3biraTucs nocnifoBHicTs anby? b2 7?
05. Hexaii a,, > 0, n € N i gna geskoro m € N

at —a, n—00; a€R
HosecTn, wo

an — a, npu n — 00.

b7

1. Hexaii nocnigosnicts {a, : n > 1} 36ixHa, a nocnigosHicts {by, : n
posbixHa i obmexeHa. B sikomy Bunagky nocnigosricts {apb, : n
36ixHa? Yn moxe 3biratucs nocnigoshicts {a, + by, : n > 1}7

2. Hexain lim a, = 0. Yn moxHa cTBepaKyBaTu, WO A8 AOBINLHOI NOCAI-
n—0o0

posrocti {b, : n > 1} mae wmicue 36ixnicts anb, — 0 npu n — oo?
Hasectn npuknagu.
3. ObuncnuTu rpannyi nocnigosHoctelt {x, : n > 1}, akwo:

3—n  3n?+2 1—n—n?
1) z, = — ; 4) Tp = 3

2n+1 4n?+1 (3n+1)3

2n n+1 a"
- : S [ e p—— —1;

2) xpn 52 —1 85— ) Tn TP pe a #

(=1)"n n 6) \/n2+1+\/ﬁ'
3 — . . = =
V=5 n2+4+n-+1’ " mt e n—yn
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7) :L‘n:\/n2—|—2n+2—\/n2—2n+3;

3
8) , = Vn?—n3+n;

n+lgn + 2"
g)wn: 2 & )
n?+lgn — 27

10) 2n . n-—1 L " n(—1)"

Ty = sin . .

" om2417 241 2n—1 n2+1

4. ObuncnnTn rpaHuyi:
1) n?+n+ 1

?

oo (n—1)2
(n+1)(n+2)(n+3)

2) lim ;
n—00 n*+n2+1
. Vn2+4n
3) lim —
n—oo 71, 4+ 2
\/n2+1—|—\/ﬁ'

D i ann
5) hm (10g3n —/n);
)
)

6 hm V5" 4 2n 4+ 1;

7 hm {/n5 +n +logy n;
1124224324+ 4n? n

8) lim — 5 ——1;
n—oo N n 3
o243V 44

9) lim .
n—oo 9ntl L 5vn 1 7

5. [lnsa nopaTHux 3HayeHb napameTpiB @, b ob4McAnTM HACTynHI rpaHuui:
n

a
1) lim ———
n%ool—i—aQn
aTL
2) lim ;
n—oo (14+a)(1+a?)-...-(1+a")
a® —aq "
3) lim ————;
n—00 a”—|—a n

4 im 5a" T

37



3AHATTA 8
rPAHUUA NOCNIAO0BHOCTI. TEOPEMA LWWTOJIbUA

KoHTposibHe 3anuTaHHs
1. Teopema LLlTonsya.

A8

1. Obumucautn rpaHmu,i
. Vn +3\F \F+5\F+1
1) lim ;
. \/2n+1—\5/n+1
2) lim
n—00 \5/>
3) hm \/n—i—\/n? —\/ —\/n2—

4) hm (Vn?2+1—an), pea € R.

n—oo

2. ObuyncanTu rpaHni:
1 24 ...
1) lim VA \/ﬁ;
n—o00 n\/ﬁ

B+22 4.+ (2n)3 + (2n+1)3

2) lim 7
n—00 n
: k1 k4n)!
3),}LI2onT(k'+( )+-~-+(n!n)>,p.ek€N.
3. Hexaii nocnigosHicts gilichnx wucen {a, : n > 1} mae rpanuuio.

HoBecTn, Wo NocnigoBHICTL cepefHix apudMeTnUHNX
1
b, = E(a1+az+--~+an), n>1

TaKOXK Ma€ rpaHuLo | hm b, = lim a,. ObepHeHe TBepa)xeHHs, B3arani
n—oo
Ka>ky4n, He BI/IKOHyETbCﬂ HaBecTVI BIAI'IOBIAHVIVI npuknaa.

4. Hexalt nocnigoshicts {a, : n > 1} C (0,400) mae rpanuyio. [Josectu,
LLLO MOCNIJOBHICTb CEPEAHIX FTEOMETPUYHUX

b, = Yaras---an, n>1

TakoX Ma€ rpanuuto i lim b, = lim a,,.
n—oo n—oo
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5. Hexali I'IOCJ'Iip,OBHiCTI: {an, : n > 1} C (0,40), ap = 1 Ta icHye

rpaHuus  lim . Josectn, wo nocnigoshicte {Va, : n > 1}
n—oo an 1
Takox 3biraeTbes i
(279

lim a, = lim

n—oo N—00 (yp—1

A1. Hexaii k € N. O6uncanTtu rpanuy:

1) lim Vn(GD" 4) lim (Y16 126 ... 4 nk —p);
n—oo n—00
2) lim V142! +-- +nl;
T k1 ok k. 5) li 1F 42k 4.k no\
3) Jim Y1542k ) fim o "

B8

1. ObumncnuTu rpanunui:
) 3n+2n+1 +n 3n+2n
1) lim — ;
n—00 2n 41 2n—|—2"—|—1

2) hm v (\/n—i— v/n2 + )

3) lim Vn3 <\/n+a—\/n—|—b>, agea>0,b>0;

n—oo
2 i an® +n2+3n+1
T s

a, be R;

)

2. Nocnigosricts {a, : n > 1} taka, wo lim (ap+1 — an) = a€ R.
n—od

o . Qan
3ualitu rpanugio lim —.
n—oo M
3. Hexaii k — HaTypanbHe yuncno. ObuncanTu rpanuy:

1424 ... 4k

1) lim

n—o0 nk+1 ’
. 1R 43k 4 —|—(2n—1)
2) Jim T
o la+2-a’2+---+n-a"
3) nh_}n;o T , ae a > 1;
4) li ! +- 4 LY keN
1 (e e JRELEE
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3AHATTA 9
rPAHMLUA MOHOTOHHOI NOCNIA0BHOCTI

KoHTposibHI 3annTaHHs
1. O3HayeHHs1 MOHOTOHHOI NOCAIOBHOCTI.

2. Teopema npo rpaHuL{r0 MOHOTOHHOI MOC/iAOBHOCTI.

1 n
3. Yucno e := lim <1 + ) .
n

n—o0

A9

1. BusHaunTn HaTypanbHe 4nUCAO Mg Tak, WoD HACTYMHI NOCAIZOBHOCTI Bynn
MOHOTOHHUMMW. 3HAATW FPaHML LMX NOCNIJOBHOCTEN:

5 n!
:nZno}; 3) U = 0t 2 Mo (5

D\ T gu i MM 8) {a, = 5"+ (—4)" : n > no).

=
—
S
3
I
‘3‘;%‘3

[\
3

2. Hexaih pnan >1

1‘1:\/5, Tl = V2 + Tn.
3a [OMOMOroto TEopeMU MPO FPaHULII0 MOHOTOHHOI MOCIAOBHOCTI AOBECTM

36KHICTb LET NOCNIAOBHOCTI Ta 3HalTn lim x,,.
n—oo

3. Hexain gnan >1

—_

1
anp =1+ ---+ﬁ—ln(n—|—1),

+ oI

1
3
b, =1 +

Wl = +

_I_
1 1
- +--4+ ——lInn.
2 n
HosecTn, wo:
DV >1: an <bp; 2)Vn>1: ap < apt1; 3)Vn>1: byyy < by;
4) nocnigoerocTi {a, : n > 1} i{b, : n > 1} 36ixni go oaHoro
sucna — cranoi Eiinepa v (v = 0,5772156649 . . .).

6. 3a gonomororo TeopeMu NpPo rpaHNL0 MOHOTOHHOI MOC/IIAOBHOCTI AOBECTU
36iKHICTb NOCNIAOBHOCTI

+ ! + ! + + !
2.-21 ° 3.22  4.23 n-2n—1’
7. JosecTn, W0 NOCNifOBHICTb

an=01-%)1-2%)(1-%), n>2

22 32 n
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cnafHa i npsiMye fo % npu n — 00.
A1. [oeectu, Wwo nocnigoBHicTL
ap = 97 Upt1 = (an - 3)27 n Z 17
3pocTae i HeobmexkeHa 3Bepxy. HoMy AOpIBHIOE rpaHuus L€l NOCNiAOBHOCTI?
A02. [oeectu, wo nocnigosHicTb
1 n
an:(1+n7) ) n217
cnagae i 36ixxHa go 1, a nocnigoBHicTb
2
1\"
bp=(14+1)" , n>1,
3pocTa€ i npsiMye fo +00.
A3. O6buncanTy HacTynHi rpaHnui:

2 3 4 n)’

1) lim
n—oo 1l +1nn

2) lim( ! + ! + ! +-"+1>;
nsoo\n+1 n+2 n+3 2n
. 1 1 1 1 1 1
3 nE&n( +2+3+4+'“+2n>-
[O4. 3Haiitn rpanuuto
lim <1+ \/i—i— \/§+ ﬁ)
Inn  2Inn  3lnn nlnn
A5. 3naiiTn rpaHuuto

n—o0

1- nl 1 1 1
n1_>H;o +2+3+ +22n.
6. Hexaii pnan > 1
1 1 1
=l+—+—++—=-2Vn+1,
V2 V3 vn
1 1 1
bp=14—+—+ -4+ —= —2v/n.
! V2 V3 N
JosecTn, wo:

DV >1: an <bp; 2)Vn>1: ap < apt1; 3)Vn>1: byyr < by;

4) nocnigoerocti {ay, : n > 1}i{b, : n > 1} 36ixHi go ogHoro i
TOro X Bif EMHOro 4Ymncna.

an
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B9

1. loBecT MOHOTOHHICTb HACTYMHUX MOCiIAOBHOCTEA:

_ 2 . 1
1) ap =n"+2"n=>1; 4) ap, =3+ arcsin ——, n > 1;
n2+4
_ s n'
2)an_n2+107n_ ; 5)an:1g<1+ 4+8> n>1;
4 2 2
n*+3n“+1 2nc +1
3 =— n2>1 = > 1.
) an n*+3n2+6"  — 6) an n2 ynzl
2. 3HaliTn Halibinblwnii YneH NoCNigOBHOCTEI:
n ™
- . V39" i
1) n3+100’n21' 2)( )’ > 1; 3)51112,7121.

n!
3. Hexain 1 = \/g, Tn+1 = V3 + Zp, n > 1. 3a gonomoroto Teopemu npo
rpaHuL0 MOHOTOHHOI MOC/IAOBHOCTI AOBECTU 3DIXKHICTb L€l NOCNILOBHOCTI Ta

sHaliTm lim x,,.
n—o0

4. Hexaii {a, : n > 0} — obmexeHa NOCNIFOBHICTb HEBIA EMHUX 4uncen.
Hosectn 36ixHICTb nocni,u,osHOCTi
- a2 An s
Tn ao—|—10+102+ —|—10n,n_ .
5. 3a gonomoror TeopemMu Npo rpaHuLK0 MOHOTOHHOI MOC/AIAOBHOCTI AOBECTU
30IXKHICTb HACTYMHUX MOC/IAOBHOCTEN:

1) x 1+1+1+1+ +1 >1

— = e n>1
2 922 923 on’ =

2) 1+ 1 + 1 4+t 1 >

" 241 2241 . o417~

1 1

3 —1 > 1

Vo=l ety T Ty 2

1 1 1
4)([771:1—}—2—24—324—4—24— + 2,n>1
_p i 11 >1
5)$n +1‘+§+§+ + ',n
10 11 n+9

6 = 1

) 3 mt1 7



3AHATTA 10

nanocniaoBHOCTI. HACTKOBI FrPAHNLUI. BEPXHA TA HUXKHA
rPAHNUI NOCNIAOBHOCTI

KoHTposibHI 3annTaHHs
1. OsHauyeHHs1 obmexeHoi 3Bepxy, obmexeHol 3HU3y Ta obmexeHol
YUCI0BOI" MHOXXUHMY.
O3HayeHHsI HalbiNbLIOrO | HAVIMEHLLIOIO €/IEMEHTIB YUCIIOBOI MHOXUHU.
O3HaYeHHs1 TOYHOI BEPXHBOI Ta TOHYHOI HUXHBOI MEXI HYUCTIOBOI MHOMUHU.
O3HayeHHs NignocaigoBHOCTI YACIOBOI NOCAIOBHOCTI.
O3HayeHHs 4aCTKOBOI rpaHuLi NOCiOBHOCTI.

AN

O3HayveHHs BEpXHBOI Ta HUXKHBOI rPaHNLib NOC/|FZOBHOCTI.

A10

1. 3HaliTn MHOXMHY YaCTKOBWX FPaHWLb, HUKHIO Ta BEPXHIO FPaHWULi NoChi-
posrocTi {x, : n > 1}:
(_1)n 1 + (_1)71 9 n ™™
— : Ty, =1+ Ccos —.
1) &y = + ;2) Tn n+1 9
2. 3HaliT MHOXWHY YaCTKOBUX FPaHuMLLb NOCHiIJOBHOCTI
1 1 2 1 2 3 1 2 3 4
27 3% 3% 42 40 40 50 50 50 5
3. Hexaii a,, — 1 npu n — 0o . dosectu, wo nocnigosHocti {x, : n > 1}
Ta {apTy : M > 1} MatoTb oaHi 1l Ti X 4acTKOBI rpaHmMLi.

4. 3HaliTn MHOXUHY HaCTKOBMX FPaHuLb, HUXKHIO Ta BEPXHIO rpaHuLi nochi-
[OBHOCTI {ajn n > 1}, a TaKOXX TOYHI Mexi BiAMNOBIAHOI MHOXXWHN:

1) xn:1+nsin%; 4) xn:1+tg(%+%);
n? 27rn_ n 3
2) xp = mCOS 3 5) xn, = (—1)" +2(—1) ;
1 1 o — 1
3) Ty =3 (1 — 7’L> + 2(—1)”,6) Top—1 = 2—717 Top = ST n > 1.

O1. Hexaii nocnigoshicTb gilichux dncen {x, : n > 1} i yncno a Taki, wo
Ans posinbHoro € > 0 muoxmuHa {n € N | x,, < a — e} ckinvenna. JosecTn,
Lo

lim z, > a.

n—oo
[2. 3HaliTn MHOXWHY YaCTKOBUX FPaHWLb, a TAKOX HUXKHIO Ta BEPXHIO rpa-
HWULi Takol NOCAIAOBHOCTI:
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1. 3HaliTu MHOXIMHY YaCTKOBUX FPaHULLb, @ TAKOXK HUXKHIO Ta BEPXHIO rpaHuL
HaCTYMHWUX NOCAIJOBHOCTEN:

1) @ = 7755 72> L
2) zp=(-1)"(24+3), n>1
n(n—1)
3) mp=1+2- (=) 43.(-1)" 2, n>1;
n—1 2mn
4) xn:n+1COST’ n>1;
5 z,=(-1)"n, n>1,
6) Tn=—2+(-1)"n, n>1,
7) xn:n(fl)n, n>1;
8) xn:(—l)”(l—}—%)n—i—sin%”, n>1;
no . 57N
9) Jin:n+181n e n > 1;
10) z, = V1+2n=D" 0 n>1;
11) xn:cos"%?n, n >
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3AHATTA 11
KOHTPONIbHA POBOTA. Al HAL MHOXXNHAMW.
TOYHI MEXKI. FPAHULUI NOCNIAOBHOCTEN

3aBgaHHg iHauBiayanbHi. 3pa3ok BapiaHTa

1. Busnauntu muoxunn AU B, AN B, A\B, B\A, A, aKwo:
1) A= {x| sinmz >0}, B={z|2? -2 -2 < 0};
2) A — mHOXMHA Bu3HaYeHHs yHKUiT ¥ = ctgmx, B — MHOoXuHa
3HaYeHb PYHKLUIT Y = 295%1

2. Busnauutu inf A i sup A gns MmHOXuH:

1 4+ n=n" 2z
_ . 2) A= eR}.
n A { 14 2n nZl}, ) 1+:c2’x

Jna nocnigoBHOCTI, WO BiANOBIAAE NEPLUIA MHOXUHI, BUSHAYUTU MHOXUHY
HaCTKOBUX IrpaHunuUb, BEPXHIKO Ta HUXXHKO FPaHULIO.

3. Hexaii a € R\{0}. O6uncantn
3 10 : n on
1) lim n°(n+1) —i—smn—i—lnn+7; 2) lim a —1;
n—00 (n — 1)13 + \/’ﬁ—i- 1 n—ooa
4. losecTn, WO NOCNILOBHICTb

_ 1 _
a1_17 Up+1 = /0n, nzlv
MOHOTOHHa Ta obMmexxeHa. 3HaiiTn lim a,.
n—oo

PO3B’'A3KU

1. 1) Po3B’sikeMO HepiBHOCTI, WO BM3HA4alOTh €/1EMEHTN MHOXUH A ta B:

sinte >0<zxe€ |J(2n,2n+1), A= U (2n,2n+1);
nel nelZ

?—2-2<0&xe(-1,2), B=(-1,2).

Tomy

AUB=(-L2)u| U @n20+1)|, ANB=(0,1),

neZ\{0}
AB= U (@n 2n+1), B\A=(-1,0U[L,2),
ne€Z\{0}
A= J[2n+1,2n+2].

neZ

2) Ockinbku
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A= U (n,n+1), B=(—00,2)U(2, +0),

nel
MaeEMO

AUB =B, AnB=A, A\B=g, B\A=17\{2}, A=17.
2.1) Onan =2k, ke N:
1+nD" 142k 1 Lo
1+2n  1+4k 2 2(1+4k)’
pnan=2k—1, ke N:
e R 2k 1 1
1+2n  1+202k—-1) (2k—-1)(4k—1) 2k—1 4k—1
Tomy V€ A : z < % € A. Otxe, supA = max A = %
Oani,Vx € A : z>0Ta
Vd>03keN, k>4t Lo o<l <q.
3eigcn inf A = 0.

BignosigHa nocnigoBHICTb po3nagaeTbcs Ha ABi 30iXKHI NiANOCNIAOBHOCTI:
agp = %+ 72(1j-4k) — %, k— 05 A2k—1 = 2k:1—1 - 4k1_1 — 0, k — oo.
ToMy MHOXWHA HaCTKOBWX FPaHULb, BEPXHA Ta HUXXHS rPaHuL

Ay = {0,%}, lim a, = %, lim a, = 0.

=00 n—o00

2) 3 HepisHocTi Kowwi Mix cepegHiMn apuMeTnyHUM Ta reoMeTpUHHUM
BUNNBAE, WO
Vr e R : 2z <1+ 22,
Ae 3Hak piBHOCTI Mae micue npu |z| = 1, To6To npn © = +1. Tomy
VzeA: —1<2z<1,
npuiomy {—1, 1} C A. 3sigcn inf A = —1, sup A = 1.
3. 1) BesnocepefHe BUKOPUCTAHHS TEOPEMU MPO FPaHNLI0 Apoby HEMOXUBE,
OCKIJIbKU YMCENIbHMK Ta 3HAMEHHUK OAHOYacHO posbiratoTecs go +00. Posgi-
JIMMO YUCENBHUK | 3HAMEHHNK Apoby Ha n'3 Ta BNIKOPUCTAEMO TEOpemy Mpo
apudmeTtunyni gii. Bpaxosytoun cniesigHoLweHHs
. sinn . Inn .1
lim —= =0, lim —= =0, pma>0 lim — =0,
n—oo nN n—oo M n—oo N
MaeMo
.+ D0 4 sinn+Inn+7
lim 3 =
n—o0 (n—1)B+/n+1
1+nHO0 4 Bsinn+nBnn+ 713

- nhj‘;o (1—n-1)18 4252 4 13 -
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1404040

1+0+0
2) Mpu |a] <2, a #0 o+
n
a™ + 2" 1+ <%>
n—00 am n—00 1
—2)" 4 2™
Mpu a = —2 lim ()24_ HE iCHYE, OCKiNbKN
n—oo
-9 2n 22n
lim ()7+ =2
n—00 22n
-9 2n—1 22n71
lim (=2) + =0.
n—o00 22n—1
2™ 4 2"

Mpn a = 2 maemo lim = 2. MNpn |a|] > 2

n—00 2
n n
1m131£7:1m1@+(EY):L
n—o0 am™ n—oo a
4. losegemo obmexeHicTb Li€l nocnigosHocTi aeskum ducnom C' > 0 3eepxy
(obmexeHicTb 3HM3y Hynem oqeBugHa). Bukopucrtaemo meton matemaTuyHol
IHOYKLT.
Baza: a1 < C' - sipro npu C > i.
Kpok: sikuwio a, < O, 10 app1 = (/an < VC < C, ocTaHHsA HepiBHICTb
gipHa npn C' > 1.
OTxe, nocnigoeHicTh obMexeHa 3Bepxy byab-akum yucnom C' > 1.
JoBeneMo MOHOTOHHICTb. Po3rnsiHemMo aesiky HECTPOry HepiBHICTb MiX Cy-
CiAHIMM Y4NeHaMn NOCNiJOBHOCTI, HANPUKNaA: Gn+1 < an. BoHa ekBiBaneHTHa
Takit: \/a, < a,. Po3s'asytoun Ut HepieHiCTb, oTpuMaemo a, € [1,+00).
Ane Buwe gosefeHo, wo a, < 1, n > 1. Tomy apt1 > an, n > 1, 106710
NOC/IAOBHICTb MOHOTOHHO HecnagHa.
3 MOHOTOHHOCTI | OOMEXEHOCTI BUMIMBAE, WO MOC/AIAOBHICTb Ma€E AesKy
rpanuuo a € R.
MNepeiiwoBlumn [0 rpaHuLi y PIBHOCTI Qpt1 = \/@, OTPUMAEMO a = \/6,
T0610 @ = 0 abo @ = 1. Ane a; > 0 i nocnigoBHicTb HecnagHa. Tomy a = 1
— LWyKaHa rpaHuus.
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3AHATTS 12
FPAHNLSA OYHKLUIT Y TOYLI. APUOMETUYHI Ali HAL FPAHULIAMM

KoHTposibHi 3annTaHHs
O3Ha4eHHsI rpaHNYHOI TOYKU YUCAOBOT MHOXUHM.
O3HayveHHs rpaHnyi pyHKYii B Toqyi 332 Kouwi.
O3HayeHHs rpauunyi ¢oyHkuii B To4yi 3a leiiHe.
Teopema npo piBHOCUNILHICTL O3HAYeHb rpaHuLi yHKUII B ToYLi
3a Kowi i 3a leiine.

AN+

A12

1. 3a o3HayveHHsiM Kowi rpanuui doyHKLiT B TOYLi foBECTM, Wo:
1) lim(3z —5) = 1; 2) lim (322 — 2) = 1.
T—2 i z—1
,D,J'Iﬂ KOXXHOIo 3 unMx BnnagkKiB 3aNOBHUTN HaCTyI'IHy Ta6J'IVILI|IO .

¢ [o1]o01 0001 | 00001
d(e)

2. 3a o3HaveHHsM Kowi rpaHuui doyHKUIT B ToYLi 4OBECTH, LLO
1
lim — = .
xl—% (x — 1)2 oo
3anoBHUTK HAcTynHy Tabaunuto:
C 10 | 100 | 1000 | 10000

(C)

3. Hexaii
|
sin =, sakwo x # 0;
flx) = v
0, akwo x = 0.
Hosectn, wo rpannus dyrkuii f y To4ui 0 He icHye.
4. Ana o >0, b€ R posectu, wo:
1) |z|* =0, z — 0; 3) |z =b* =0, z—b;
2) 7% =0, z — +o0.

5. Hexaii f(2) = arctg(z?), z € R. 3wadituinf f([—v/3,1)), sup f([-v/3,1)).
6. Hexaii n,meN; a;€R, 0 <7 < n; bjeR, 0 < 5 < my
aobg # 0. Josectn, wo:

0, AKLWO 1 > M,

. apr" + a4+ Fay, ao
lim : =<{ —, sAKkwon=m,

z—o0 box™ + byx™m=1 4+ ... b, bo
0, Akwo n < m.



7. 3HaiiTn rpanuui:
22 -1 o) 2 -1 3y i 2 —1
0222 —x — 1’ )x%2$2—x—1’ )w1—>1202x2—33—1'
8. 3HaiiTn rpanuui:
D) _3203 230 2 _220
1) gim ZEZ3T@ AT, @)

T—500 (2{1'} + 1)50 ’ 2 (a;2 —4x + 4)10 '

9. 3HaiiTn rpanuui:
Vo—x—2 1+
1) lim vozr=2 3) lim Ve

a2 —g—1 o114+ Yz
VNl —z—1+=x
2) lim ;
x—0 X
O1. 1) Yu moxHa B o3HaueHHi [eliHe rpaHuLi byHKLIT B TOYLi 3aMiHUTK CloBa

"nosinbHa nocnigosHicTe" Ha cnosa "AoBiNbHa MOHOTOHHA NOCAIAOBHICTb He
3MiHMBLM ioro 3MicTy?

2) Hexaii 0 > 0, xg € R, f: (xg — 0,20 +0) — R i ansa posinbHoi
NOCAIBOBHOCTI X, — T, N — 00, nocaigosicTs { f(x,) : nm > 1} 36ixna.
Josectn, wo ichye lim f(x).

T—T0

3) Hexan 6 > 0, z9 € R, f : (x0 — d,z0 + ) — R i ans
JOBIJIbHOI MOHOTOHHOI MOCAIBOBHOCTI Ly, —> g, T —r OO, MOCAIJOBHICTb
{f(zpn) : n > 1} 36ixna. Yn obos'szkoeo icHye lim f(x)?

T—xQ

02. ®yukyis f: R — R susnavena Tak: f(x) = ¢, skwo x € Q, x = }E) ,
Ae P, q —B3aemno npocTi uncna i f(x) = 0, akwo = — ippauioHansHe 4ncno.
Hosectu, wo dyHkyia f HeobMexxeHa y AOBIIBHOMY OKONI AOBIMLHOI TOYKM
o0 € R.
3. Hexaii dbyrkuis f : [a, +00) — R obmexena Ha koxHomy Bigpiky [a, b].
Moknagemo:

m(z) =inf{f(t) |a <t <z}, M(x)=sup{f(t)|a<t<zx}
MobyaysaTu rpadiku dynkuii y = m(z), y = M(x), x > 0, akwo:

1) f(z) =sinz, x > 0; 2) f(z) =cosz, = >0.

A4. [ocnigntn noeefiHKy KOpeHiB 1, X2 KBaApPaTHOrO PiBHSHHS
ar’ +bxr+c=0npna— 0, ge b, c—crani, b # 0.

B12

1. CdopmynioBaTtu o3HauveHHst Kowi rpaHuyi doyHKUIT y To4Li Ans Takux rpa-
Hnub (e € R, pe R):
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1) lim f(x) = p

2) lm_f(x) = p:
3) Jim f(z)=p;
4) lim f(x) = oo;

5) lim /() = —oc;
6) al;mr(llf(x) = +o00;
7) 961;; f(z) = oo

15) xEIJPoo f(l‘) -

8) lim f(z) = —o0;
9) ml?r;o f(z) = +oo;
10) lim_f(@) = oo
1) lim_f(z) = —oc;
12) lim f(z) = +o0;
13) Jim_f(x) = oo
14) lim f(z) = —oc;

+00.

2. 3a 03Ha'—IeHHSH\f Kowi rpanuui dyHkUii y Touui goBectu, Wwo:

. T —
lim = —;
z—oo 3r+2 3

1)

2) xli)r_ir_loo(\/ 2+1—2)=0.

ﬂ'ﬂﬂ KO>XHOIo 3 umx BI/II'IaAKiB 3aNOBHUTWN HACTYyNHY Ta6J1VILI|IOZ

€ 0,1

0,01

0,001 | 0,0001

C(e)

3. 3a o3HauenHsim Kowi rpanuui dyHKLii y To4ui goBecTu, Lwo:

1) hm log, x = 400 (a > 1);

T+

4. 3Haiitn hm Z sin l
x—0

5. [loeecTu, wo He icHytoTb rpanuyi lim sin x, hm tgx, pea = —
T—a

6. 3HaiiTy rpaHuui:

3zt — 222+ 1
1) lim ———F——;
x—0 10.285—1'44‘3
N 1 3 =1 _
)rl—>Inl:L'4£|-3£L‘2—1’
. z°+3xr—1
3) xl—l>I£ll2 B+1 )
4) 1i — —r 4
) lim (s~ 2)exp (2 2):
.ox® —3x —
lim 3 ;
r—2 x> — 8
4x2—3x
6) lim
a:—>02.7,'2—9$
22 —5x+6
lim

x—>2x3—2x2—m—|—2

2) xli}r_nooam =0 (a>1).

sinx + 2ctgx
m
o=t (m—a)sing

\/x—2—1'

11)

m—)U w2+1

v
2 —4 ’

VI—tgr —/1+tgw

sin 2x

12) lim

r—2

13) lim

T—T
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. Vr+1 16) lim cosx —sinz + 1

14) B 2—% cosx +sinz — 1’
9 _ — 12 _ 3,11 4 o
15) li Ve =3, 17) Tim &9 _+2.

a1 250 4 2030 — 37

18) i1—>0 3x2 — 23 ’
Yr+5-yr+4
19) lim S 4
20 li 3 + 7 +1
im | —
z—+oo \ 20 3 — x ’

vooo 310 4 228 — 3
33 —2x+10
24) ach%nolo 522 4+3z—1"
223 —322+45
25) aclglolo 3zt —T7x+1°
2+ JYr+5x
im :
a—+oo \/3x — 2+ /2x — 3
i (x— V22— 1) — (z+ V22 +1)%
27) lim 50 ;
Tr——+00 €T
Vazr? +3x — 2
28) lim HZ—F—HE;
=00 /9?2 — 143

20) lim (Va2 +x —1— a2 —z+1).

T—00

26)

7. Onsi HaTypanbHUX Yncen M, 7 3HARTK Taki rpaHuy:
@ —a™) —na" Yz —a . m n
1) lim ( ) 5 ( ); 2) lim — .
z—a (x —a) a—1\1—am 1—2a"

8. Hexain f(x) = , © > 0. 3naiitn inf f([0, +00)), sup f([0, +00)).

x
1+=x
9. 3naiitn inf {sinz | x > 0}, sup{sinz | z > 0}.
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3AHATTS 13
FPAHVLSA ®YHKLIT B TOYLI (MPOAOBXEHHS)

KOHTPO/IbHI 3aNUTaHHS
1. Teopema npo rpauuLto cymu, pizHuniyi, J06yTKy Ta 4aCTKU PYHKLi.
2. Tabauuysi 0OCHOBHUX rPaHNLIb.

A13

1. 3waiitu rpannu;:

VI + r+ Y x?

1 im ; 3) lim
)a:—>+oo V2zr+1 ):c1—>0 51+5x—(1+x)
_ /7 |
hmf vat 4) limwi,u,em,nEN;
r—a NZ x—1 YV —1

5) xgrfoo <\/x—i—\/x+ —ﬁ);
6) xhrf ({’/x3+3x2 — /22 —2::3).

2. ObyncanTu rpaHuyi:

sin 3z UK
lim(1 —z)tg —
2 ilg; sin 4z’ Y xﬂl( ) 2’
. 1—cos3x . sinbx — sin 3x
2) lim —— 5 5) Tim S207 —sinSe
z—0  4z2 z—0 T
3) lm\/1+tgx—3\/1+sinx; 6) lim ar(.:sina;.
z—0 T z—0 SInx
3. 3HaiiTn rpaHuui :
-1 T _
‘ 21 21 4) lim e’ —In(1+ :c);
1) lim 5 1 N z—0 X
z—oo \ x4 +1
2 x2 T __ a
2) lim <$ +1> ; 5) lim ", pea > 0;
zoo \ £2 — 2 ’ rT=a X —a
1
1+t V/ mo —
3) Tim (B2 ) T 6) lim YA osinr =1
z—0\ 1 +sinx z—0 e —1

AO1. ObuucanTu rpaHny:
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. sinmx _ 3
D lm T e Ny gy i L C0s PV 2rVeosBr
z—7 sinnx bt 2

[2. 3naiitn ctani aq, as, by, by 3 HacTynHNUX yMOB:

lim (\/m —a1r — bl> =0,

Tr—r—00
lim (\/m — Qo — b2> =0.
T—>+00
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1. 3nalitu rpannuy;:

m' 7) lim VO+2e-5

1) lim : mﬁgﬂ,

z—+00 \/m .
T+ 2z -3 8) lim T T L e
2) 1111177 2—0 T 9 3
Ry VBT -2
. V1I—-2-3 9) lim S .
3) lim —————; z—0 T + x2 ’
s 24y N oy g
Ve +13-2V/z+1 10) lim . ;
4) iﬁ% peo— ; 0 z 4 271
Y —6 Ttz VIo
5) lim w 11) lim\s/ T \3/ x;
e5—2 a3 48 =0 YT4+o—V1—x
Ve —2 2— Yz +20
6) lim VL2, 12) i YEF2 = Vo 20,
sc—)lﬁ\f—ll 7 /2 +9—2
V1 —V1+b
13) lim VItar— Y1+ x, ae m,n € N;
x—0 €T
14) $l1>11100< (x—i-a)(:n—i-b)—x);
VI—Zi—2—(1
15) lim roat—(+e)
x—0 €T
16) lim ﬂr(\/x“r72x—2 x2+z+x);
r—r+00
. 1 1 1 1 1 1
17) lim S (N Qi [ g
z—0+ x x x x x T

18) lim (5’/:1:3+x2+1— S/a:3—x2+1).
Tr—r00
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2. ObuncanTu rpaHn:

sin 3x . sin 4x
1) lim — ; 10) lim ————;
z—0 sin 2z z=0/r+1-—1
. sin7x — sin2x :
2) hrr%) —_— 1) lim — SR ;
z— . s x z—0tg“x + 1 — cos 2z
3) lim =~ "7 - Ytga—1
z—=0  sin’zx 12) lim 521’
1~ cosd m_% 2sin“xz — 1
4) lim ——;
) mg%aj—sinlr’ _V2cosz—1
tg(z — 1) R
5) lim 22X~ 1. *q &
=1 x2—1 tgx
1 — cos3x 14) lim —;
6) lim ———; z—0 arcsin x

1 —/cosx 15) lim

. =,
) T cosva 5 (5 )
g 16) lim B2 132),
8) hg(l) on2 z—0  arcsin 2z
z .
cos2x — 1 17) lim 2L T oS T,
9) lim ———; ) e 1 —tz

z—0 xsinx

. sin(z — 2) —(a—2)? ).
o (S22 re0),

3. JosecTtu piBHOCTI:

1) lim sinz = sin xg; 2) lim cosx = cos xg;
T—T0 T—T0

3) lim tgxz =tgxo, xo # E—i—7m, n € Z.

T—x0 2

4. 3HaiiTn rpaHuui:
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—_

6) li 2?4+ 2—1\7 12) zlg%(sm e
)\ 3 2)
_ (z4a)" 13) Tim (¢ (f—x))agx-
7) lim <x_a> : o0 \ B\ 1 ’
. . ctgmz, 1 1\?%
8) Lml(l +sinmz) ’ 14) lim (sin — -+ cos > ;
1 T—00 xT T
9 Ii (sinx) z—a .
im | — ; 1
z—a \ sina 15) lim (cos/z)z;
COST \ 22 w0
10) lim ( )x ; 2
z—0 \cos 2z 322 —x+1\1-=
11) lim (tgm)tgzx; 16) lim ( —————— :
m%% z—+oo \ 212 +xz+1 ’
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3AHATTA 14

FPAHULA ®YHKLIT Y TOYLI (MPOAOBXEHHS). BIAHOLLEHHS "0 "o"
TA EKBIBAJIEHTHOCTI

KoHTposibHi 3annTaHHs

1. O3HayeHsi 0fHOCTOPOHHIX PaHULib.
2. OsHayvenHs sigHowenHs "O".
3. OsHaueHHs BigHoweHHs "o,

4. O3HayYeHHsI BiJHOLUEHHS €KBIBaJIEHTHOCTI.

Al4
. 3HaiiTn rpaHuyi :

N In(z? —z+1) N lim In(1 +3%)
s In(z10 +x+1)’ z—+oo In(1 + 27)’

In cos ax . In(z? +€?)
—_— 5) lim ———~;

2) ilg% In cos bz’ ) 250 In(z* + €27)
In(1 T 1 2 T

3) lim al +3); 6) lim n(@ —I—e);

z——o0 In(1 + 27) z—+oo In(zt + e2*)

. MNobygysatu rpadikn dyHKuiii:
1) y= lim ¥1+2z" x>0;
n—oo

sin x

. 3HaiiTn ogHocTopoHHi rpanuui dyHkuii f(x) x#0, npuz — 0.

ER
4. Yn mae cynkuis f(x) = cos g x # 0, ogHocTopoHHi rpanuyi npu x — 07?
. [loBecTn HacTynHi TBEpAKEHHS:

1) zsinl = O(|z]), z — 0; 3) mz=o0(z"%), . — 0, > 0;

2) arctg 1 = O(1), = — 0; 4) Inx = o(z), v — +00,e > 0;
B)\/z+\/ x4+ Ve~ Va, z—0;
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6) \/z+\/x+ VT~ Vo, z— +o0;
7) 22 + 2 1n'Pz ~ 22

A1. 3Haiitn rpanuuto

, T — +00.

lim (22 — 5z + 6) (2% — 5r + 8) — (:):—2)(1'—3).

T2 (2 = 1Dax(z+2)—24
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02. Hexait ana dynkyii f : R — R\{0}
1
li —— ] =0
i, (70+ 1757)
3Halitn xllg;l f(x).

03. Hexaii f(z) — 0, © — 0. Josectu, wo f(x) + f(2z) — 0, x — 0.
HagecTn npuknag, skuii nokasye, wo obepHeHe TBEPAXKEHHS, B3arai Kaxy4n,
HE BUKOHYETHCS.

[4. 3HaiiTn rpanuui :

2mn

x
1) lim cos" —=; lim sin™
\/ﬁ 3) S

. n—+x
D \n=1)

5. Busnauntu ronoswy uactuny dymkuii f(r) = 23 — 32 + 2 sigrocko
wkanm nopisHstis {(z — 1)* | o > 0} npu & — 1.
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D06. Busnauntu ronosHy 4yactuny cyHkuii f BIGHOCHO LWKaNU MOPIBHSHHA
{xia | a>0 } npu & — 400, AKWO:

1 _r+1 2) fla) =V +1—/z.

) f(.ZE) - 4 ’

zt+1
O7. 3naiitn nopagok sigHocHo dyrkuii 3(xz) = x npm x — 0 dyHkuii
f(z) =tgdx + 2t
8. 3naiitn nopsgok sigHocHo dyrkuii f(x) = Ti?) npu  — 3 yHKuil
3
(z—3)?

f(.’L‘) = T sinnw

09. Hexaii g(z) — 400 npn z — 400 i f(z) = o(g(x)) npn © — +o0.
Hosectu, wo e/ @) = 0(e9()) npu 2 — +o0.

010. Hexaii f(z) = o(g(x)), v — 0. Josectn, wo icHye dynkuis h Taka,
wo f(z) = o(h(x)), x = 0i h(xz) =o(g(x)), x — 0.

O11. Yu icvye dynkuis f : R — R, f(z) > 0, x # 0, Taka, wo
f(z) =o(z™), x — 0 gns koxroro n € N?

614
1. 3naiitu rpannuy;:
)thh—I 7) lim lg(1+ Vo + Va)
=0 x el :p—>+oolg(1+\/;+\/;)
2) lir}rrl xln ; 1
T—+00 T
3) lim lnx—lna; 8) ili%(x"'e )

T—a T —a

4) xgrfoo(sm In(x 4+ 1) —sinlnz);

9) lim n({Yz —1), ge x > 0;

n—00

1

a®+b" +c\z

3 )
im ———=;

T——+00 ]n(3 + 62"”) aea, b, ce (0, +OO).

oo 1 110022 10) lir% <
T—
6)

2. 3HaiiTn rpaHuui:
In(1 r
1) lim n(1+ zet) ;
e=01In(x + V1 + z?)
x z?+1
2) lir%(261+$ —1) =
=

)

lim
3) =0 93100
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4) lim (V14+z+22—V1—z+22);

T—r—00

5 lim (V1+az+a22—+V1—x+22).

T——+00

3. MNobygysaTtu rpadpiku pyHKLUiiA:
. ozt —z"
1) y:nh_{gomv z # 0;
N H 2 1.
2) y—nlg%\/x + o3

3) y = lim (x — 1) arctgz™.
n—oo

4. [loBeCTn HACTYMHI TBEPAXKEHHS:

1) 22 = o(e"), x — 4o0; 4) z = o(z?), = — oo;
2) xlnz = o(e"), x — +oc;
3) 10T = o(e®), © — 4o0; 5) Inz # O (o(Inz?)), z — +oo;
5. 3HaiiT O4HOCTOPOHHI rpaHMUi HACTYNHUX DYHKLiA Npu T — Xg:

x4+ 1, akwo T < 2,
1) f(z) =

—2x+4+1, sgkwozx >2, x0=2;

23— 1

2) f(x):mal"#l, o =1

3) fla) = YETCB2 g g =0

x

4) f(l’)zmaif#?h xo = 3;

5)f(x):$+ 1 , TFE2, T0=2
1+422-=
x, akwo r < 1,
6) f(z) =
—2z, saxkwozx >1, x9=1;
—, sdkwo x < 0,
T —2
7 f(z) = 1, akwo x = 0,
0, akwo x >0, xg=0;
cosx
8) fa)=—7-, z#0, z=0;
3 — 2sinz
tgx

#0, x0=0.

x
x2 — 32’

6. dosectn pisHocTi:
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3
1) 22 — 22 = O(x), * — 0; 2) zsiny/z =0(x2), z —0;
7. Josectun piBHOCTI:
1) 2z — 2?2 =0(x), = — 0, 4) z+2?sinz = O(z?), * — +oo;

2) xsin\f:O(x%), x—0;

z+1 1 arctg x 1
3 =0\ - — ;) 5) —— =0(—= ], = oo
) oS <m>’ T — +00; 5) T2 <x2> x — 00

6) (1+2)"=1+nx+o(x), r =0, pene€R;
7) 223 =322 + 1= 0(23), z — +o0;
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3AHATTA 15
HEMEPEPBHI ®VYHKLUII. TOYKN PO3PUBY

KoHTposibHI 3anuTaHHs
O3HayeHHs byHKLIT, HEnepepBHOI B TOYL.
Teopema npo apugpmeTuyHi i Hag HenepepBHUMY DYHKLIIMU.
Teopema npo cynepno3nyito HenepepBHUX DYHKL .
HenepepsHicTb OCHOBHUX e1eMeHTapHUX DYHKLYIM.
O3HayveHHs TOYKU PO3PUBY Ta KJAACUGPIKALsi TOYOK PO3PUBY.

O A N R

Al5

1. Hexaii f(z) = 2%, x € R. 3a osHauennsm Kowi 0BeCTM HenepepsHicTs
dynkuii f B Touui 9 € R. JaTtn reometpuyHy iHTepnpeTauito HenepepBHOCTI

dyhkuii f B Touyi g € R.
2. 3acTocyBaTu TEOPEMW PO HEMEepPepBHICTb Cynepno3uuii HenepepBHUX

yHKUili Ta Npo apudpmMeTUYHi A4ii Hag HenepepBHUMM (PYHKUISMI 47151 [OBeAe-
HHs HenepepeHocTi Ha R dynkuit

f(z) =sin®2z + (2 —x —5), z€R.
3. Jocnigutu HenepepeHicTb Ta nobyaysaTu rpadiku HacTynHux dyHkuil (a €

1 _
sin =, ox # 0, 2
1) f(f]}') _ T SAKLLY, # 3) f(x) _ e T s SAKLWO T 7é 0,
0, akwo z = 0 0, akwox = 0;
1 2
rsin =, sakwox # 0, rln“z, sakwox # 0,
2) fla)={ "M 70 £ = .
0, akwox = 0; a, skwox = 0,

5. BmaHaqmm TO‘-lKVI po3puBY PyHKLiiA Ta JocnianTu xapaKTep pO3puBIB, SKLLO:

1 Yy = exp T+ 7)
OCJ'IIAVITVI HenepepBHme HaCTyI'IHI/IX yHKLLIVI Ta AOCJ’IIAVITVI XapaKTepP pPo3-

pVIBIB, AKLWO BOHWN €

x2, akwo 0 < x <1, x, skwo |z| <1,

1) fz) = oY fla)=

2—x, sgkwol<x <2 1,  sakwo |z| > 1.
7. HactynHi doyHkuii Bu3Hauntu 8 Touyi 0 Tak, wob BoHu Bynu HenepepsHUMY
y Uil Touyi (4oBM3HaYMTK 3a HenepepBHicTio B Touui 0):

1) y = Yt 2) y = B
A1. Yn oboB'sizkoBO po3prBHA B TOYLi T CyMa ABOX (DyHKUili, ogHa 3 SIKUX
HemepepBHa B To4li T, a Apyra po3pueHa B To4ui xo ? Yu obos's13koBO pos-
pUBHA B TOYLi X( CyMa 4BOX PO3PUBHUX B TOHLi X PyHKLiT? Ti X nuTaHHs
ans fobyTKy 3aMicTb cymu.
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A2. Oyhkuis
fz) = 1, skwoz € Q,
0, skwozx € R\Q
HasneaeTbcs dyHkuieto [ipixne. Josectn, wo B koxHid Touyi g € R us

dyHKLis Ma€ po3puB Apyroro poay.
3. Jdocniantu HenepepBHICTL HACTYNHOT (DYHKLT:

o) = z(x —2), sakwoz € Q,
0, akwo = € R\Q.

515

1. 3a o3nauennsm Kowi (y Tepminaxe — §) [OBECTN HENEPEPBHICTb HACTYMHUX
yHkuil:

)y = ;_ o y TouLi Tg = %; 2) y = v/z y Touui g > 0.
2. 3acTocyBaTu TEOPEMM MPO HEMEPEpPBHICTb Cynepno3uuil HenepepBHUX
yHkuili Ta npo apudMeTuyHi Al Hag HenepepBHUMUN PYHKUiAMU AJs
[OBELEHHS HenepepBHOCTl Ha R dynkuii

)y_21+z7aj€R, )y—arctg(cos ),ZL'ER

3. Jocnigntin HenepepBHICTb, HEMEPEPBHICTL CMpaBa i 3/1iBa, XapakTep TOYOK
po3puBy i nobyaysaTu rpadikum HaCTyMHUX PyHKLii:

3

3 T
x° —1 2L akwo x #~ 1,
Dy=——7; 2) y=q*" 7
L — AKWO T =
4. 3HaiiTn TOYKM p03p|/|By Ta BU3HAYNTU XapaKTEP PO3puUBIB i dayHKu,wu:
) fo) = Jmr  TED), z<1,
2241, z>1; x> 1
z, z <0, x <0,
3) flew)=q1—2, O0<z<l1, 4) xz =0,
li, x> 1; tg:c—i—l x> 0.
5. JoBnsHauuTu beHKLI,IIO f 3a nenepepgHicTio B Touui
In(1-3. o 3 .
1) f(:c)—(fx); 5) f(m)—blnx~s1n5,
5 1 1.
2) flx) = ;Bisffﬁ ylde-l, 6) f(x) = ;zexp (—32);
3) fo) = L5 7 f@) =
4) f(x) = e, 8) f(z)=xln’x
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3AHATTA 16

B/IACTMBOCTI HENEPEPBHUX ®YHKLIN.
PIBHOMIPHA HENEPEPBHICTb

KoHTposibHi 3anuTaHHs

1. BnactuBocTi HenepepBHUX Ha BIgPI3KYy hYHKUIIA.
2. O3Ha4eHHs1 PIBHOMIPHO HenepepBHOI OyHKLII.
3. Teopema KaHTtopa.

Al6

1. Hexaii cynkuis f : (a,b) — R i BukonytoTbea HacTynHi ymosu:
1) f € C((a,b)); 2) Vz € (a,b) : f(z)#0.
[osectn, wo dynkyis f 36epirae 3Hak Ha inTepsani (a,b).
2. Po3B’sizaTu HepiBHiCTb
2z — 1) (z —23(x+1)(z+2)2 <0
MEeTOAOM iHTepBaniB Ta oBrpyHTyBaTu Leii MeTog.
3. Oosectn, wo muorounen P(z) = 2° — 3z + 1, © € R, mae kopitb
Ha inTepsani (1,2).
4. 3acTocyBaTu Teopemy Npo iCHYBaHHsS Ta BIACTMBOCTI obepHeHo! hyHKUIT ao

hyHkuil:
1) f(z) =cosz, x € [0,7]; 3) f(z) =22 —2x, x> 1.
2) flz) =22 -2z, x <1
5. Hexait f(x) = %, x # 0. 3a o3HauenHam Kowi foBecTn HenepepeHIiCTb

dynkuii f B Touui g > 0. JaTn reomeTpnyHy iHTEepnpeTauito HenepepBHOCTI
dbyhkuii f B Touui £ > 0. Ak 3minoeTbes 0 = 0(g, ) 3i 3MeHWweHHaAM 7
3i 3MeHWeHHAM gogaTHoro To? Yu € dyHkuis f piBHOMIpHO HenepepBHO Ha
muoxuni (0,1)?
6. Josectu, wo dynkuis f(x) = 5z — 3, x € R, pisHomipHo HenepepsHa Ha
R.
7. JoBecTw, WO CyMa [BOX PIBHOMIPHO HernepepBHUX Ha MHOXUHI A dyHkuili
€ PIBHOMIPHO HEMEPEPBHOIO HA Lili MHOXUHI (DYHKLIELD.
8. B Tepminax (¢ — 0) copmyniosatn, wo dytkyis f : A — R He € pisHo-
MipHO HenepepgHoto Ha MHoxuHi R. Josectu, wo dyHkuis f HenepepeHa Ha
MHOXMHI A, ane He piBHOMIpHO HenepepBHa Ha il MHOXWHI, AKLLO:

1) flo) =1, 2€ A=(0,1);  3) f(x) =12 z€ A=R;

2) f(z)=sinZ, z€ A=(0,1); 4) f(z)=sinz?, v € A=R.
9. 3actocyBatn Teopemy KaHTopa gisi 4OBELEHHS PiIBHOMIPHOI HENEPEePBHOCTI
Ha MHOXUHI A HacTynHuX dyHKUili:
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1) f(z) =5 A=[-L1; 2) f(ae)=23% A=(0,7).
A1. Hosectn, wo poBinbHe anrebpaiyHe piBHAHHS HEMApHOro CTeneHs 3
AilicHnmmn koedpiLieHTaMU Ma€ NPUHaRMHI OANH AIACHNIA KOPiHb.

[2. Oosectu, wo HenepepeHa Ha R nepiognyna dyHkuis npuiimae Haiibinbue i
HalimeHwe 3HaveHHs Ha R.
A3. 3naiitu Bci HenepepsHi Ha R dyHKuiT, sIKi 3310B0NbHAIOTL CMiBBIgHOLIEH-

HIO

Vo, yeR: f(z+y) = f(z)+ f(y)-

Lle cnieBigHOLWEHHS Ha3MBaOTL PYHKLIOHAIbHUM pIBHSIHHAM KoLwi.
04. [osectn, wo dyHKLis f(z) = /x, * > 0 , pisHomipHo
HenepepeHa Ha [0, 4+00).
5. Hexaii dynkuis [ : [a, +00) — R i BukonyoTbea HacTynHi ymosm:

1) f € C([a, +0));

2) icnye lim f(z) =p € R.

r—+00

[osectn, wo dyHkyis f pisHomipHo HenepepsHa Ha [a, +00).

516

1. JosecTu, Wo HACTYNHI PiBHAHHA MalOTb PO3B’SI3KN Ha BKa3aHMX iHTepBaiax:
1) 25— 622 4+3x—-7=0, z € (0,2);
2) 8% =2 —-16=0, x € (0,2);
3) 3sin®z — 5sinz +1=0, 2 € (0, %)
2. 3HaiiTu obepHeHy dyHKuito o po3pusHoi B Touui 0 dpyHKuii
y = (1+2%)signz, v € R, i gosectn, wjo obepreHa dyHKuis HenepepsHa
Ha MHO)KVIHi BU3HAYE€HHA.
3. 3actocyBaTm Teopemy npo iCHYBaHHs Ta BNAcTUBOCTI 0DepHeHOl
hyHKUIT ans dyHKL i

1) y=, o<1 3) Y= oty, x> 1
2) y = 142j:2’ —1<z<1; 4) y=ctgx, x € (0,m).

4. [osectu, wo mHorounen P(z) = 2t — 2% — 22 + o, = € R, nabysae
HalibiNbLUIOro i HaliMeHLWOro 3HaveHHs Ha iHTepsani (—1,1).

5. Josectu, wo dynkyia f(x) = 2cos(3z + 5), * € R, pisHomipHo
HenepepeHa Ha R.

6. [JosecTn piBHOMIpHY HenepepBHICTb Ha MHOXMHI A HacTynHux dyHKuii:
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1) y=a? A=(-11); 3) y =z, A=[1,+00).
2) y =sina?, A= (-2,3);

7. Josectn, wo dynkuis f(x) = e€*, z € R, He pisHomipHO HenepepsHa Ha

R.

8. [losectu, W0 AOBYTOK CKIHYEHHOFO YMCNa PIBHOMIPHO HenepepBHUX Ha
BIAPI3KYy [a, b] dyHKuill € piBHOMIpHO HenepepeHoto Ha [a, b] dyHkuieto.

9. [osectn, wo dynkuia f(x) ‘%ﬂ, x € R\{0}, pisHomipro
HenepepsHa Ha koxHomy 3 inTepsanis (—1,0) ta (0, 1), ane ve pisHOoMipHO
HenepepeHa Ha 00'€aHaHHI LMX iHTepBanis.
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3AHATTA 17
O3HAYEHHS NOXIAHOI. OBYNCNIEHHA NOXIAHUX

KOHTpOIbHI 3aNNTaHHS
. O3HadeHHs noxigHOI PyHKUIT B TOHL.
Tabanys noxigHux.
Teopemu npo noxigHy Bif Cymu, pi3HuLi, JOOYTKY Ta HacTKu DYHKUIA.
Teopema npo noxigHy cyneprno3nuii ¢pyHKUIA.

N WN o~

Al7

1. 3a o3HaueHHAM noxigHoi 3HaTM noxigHy dyHkuii f B Touui T, AKLWO
1) f(x) =sinz, z € R, 20 =0; 2) f(z)=Ilnz, >0, zg=1.
2. Josectu, wo dynkuia f(x) = el‘r‘, z € R, He mae noxigHoi B TO4U
zo = 0. MNobyaysatu rpadik Liel yHKUT.
3. 3a o3HaueHHAM NOXiAHOT 3HalTK noxigHy dyHkuii f, skwo:

1) f(z) =z, x > 0; 2) f(x) =arctgz, x € R.

4. 3a ponomoroto Tabauui NOXigHUX Ta NPaBU 3HAXOLXKEHHS MOXIAHUX 3HANTK
NOXigHI HACTYNMHUX PYHKLiiA:

1) y=(5+22)193 — 4x)%; 8) y = In(In(lnz));
%) y= 2r 24
11—z 9)y=%lnxzﬁ;
xr
3) y =1/ + 2+ V3 T
4) y = cos2x — 2sinx; 10) y:hltga;

1
= e%(2? — 21 + 2); 11) y = arccos —;
sinz + cosz X

)y
)y
5) y =tgx — 3tgdx + L g’z
)y
)Yy ; 12) y = z(sin(Inx) — cos(Inz));

e$
13) y = z arcsin LT arctg \/r — /x;
1+

14) arcsin x +1 1—z
= ———— —1n —-—-:
Y, g R R

15) y = warctgz— $ln(1 + 2°)— Jarctg® z;
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6 4 e’ cosx 18) y = exp ((arctg vz + 4)?);
si%:pz ’

1 =
17) y = cos’ x —exztgm; 19) y=+vV1+22—In(x + 1+ 2?).

5. 3naiitn f'(1), skwo f(x) = x + (z — 1) arcsin %
T
D1. Hexaii dyHkuia f mae noxigHy B Touui zg . Josectn, wo

lim n (f (20 + ) — f(z0)) = f'(z0).

n—oo
HasecTu npuknag, Koaum us rpaHuus icHye, ane dyHKLis He Ma€ noxigHol B
TouLi Zg.
02, 3Haiitn Toukn, B AKUX PyHKLis

372, akwo r € Q,
fla) = ?
0, akwo = € R\Q,

Ma€ NoxigHy.
A3. [ns skux 3Ha4eHb napameTpa & yHKUis

(o7 1

flz) = || sin —y kwo T #0,

0, akuwo x = 0,

mae noxigHy B Touui xg = 07

4. Hexati f € CY([a,b]), w0 € (a,b). Josectn, wo ans AosinbHMX nochi-

posrocteii {x, : n > 1}i{z, : n > 1} Takux, wo z, — o, N — 00,

Zn — X0, T — 0O, BIpHO, WO
flan) — f(zn)

Ty — Zn
Yu MOXKHa BIAMOBUTUCS Bif YMOBM HEMNEPEPBHOCTI MOXiAHOI!

— f'(x0), x — 0.

B17

1. 3a o3HaueHHAM NOXiAHOI 3HATM noxigHy dpyHKuil f y Touui T, AKWwo
1) f(z) =cosz, € R, x¢=0;
2) f(x) =¥z, xeR, xzo=1.
2. Josectu, wo dynkuis f(x) = (1 + |z])2, x € R, ne mae noxiaHoi s
Touui xg = 0. Mobyaysatn rpadik uiei dyHKLT.
3. 3a 03HaYeHHAM NOXigHOT 3HalTK noxigHy dyHKuiT f, akwo:
1) f(z) =¢*, =z €R;
2) f(x) =tge, z # g—l—ﬁn, n € Z.

4. Hexann f(z) = (z — 1)(z — 2)%(z — 3)3. 3naita £/(1), £'(2), f'(3).
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5. BukopucToBytoun Tabauuto noxigHUX Ta npaBuia  AuDEepeHLLitoBaHHS,
3HAWTM NOXigHI HACTYNHMX (OYHKL,iA:

B x
by P o)y =1+ s 2
1+2z a a @
514 3 Ny=a® +a* +a*;
2) y= 1= 3 8) y = In(In?(In3 z));
1 9) y=ntg (5 +7)
3) y= P YTy Ty )
)y V1+22(z+ 1+ 2?) 2 4
. - ’ 10) y = In(z + Va2 + 1);
4) y=14/1+ m; 11) y = sin (cosQw) -cos(sim2 x);
5) y:4{’/ctg2x+ {’/Ctgs‘fc; 12) y = In(e” + V1 +€27);

B)y=zln(x+ V1+22) — 1+ 2%
Wy=vr+1—In(l+vVa+1);

1 1 1
15)y:ln(+ln —l—ln));
x x x

16) y = % ctg? x + Insin z; 20) y = arcsin(sin z);
_ 2
17) y = Intg T cosz- Intg x; 21) y = arccos(cos” z);
23: 22) y = arctg(tg® x);
18 = arcsin —; 1
)y 2 23) y = (arccos ) :
1 vz
19) y = V2 arcctg ! 24) y = arctg(z + V1 + 22).
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3AHATTA 18
OBYNCNEHHA NOXIAHNX (NPOAOBXXEHHA)

KoHTposibHe 3anuTaHHs
Teopema npo noxigHy cynepno3uyii ¢oyHKLir.
Popmyna gns 064UCneHHs NoxigHOI obepHeHOI hyHKLII.
@opmyna a5 06HUCTEHHS NOXIAHOI GhyHKLT, 3a4aHOI NapaMeTPUHHO.
ObuuncnerHs noxigHux OyHKUINA, 3a4aHNX HESIBHO.

AN

A18

1. 3naliTu noxigHi HacTynHUX yHKLN:
1) y = arcsin(sin z?) + arccos(cos 22);
ez
e2r + 1’
3) V1 — 22 3 . V2
= ———— — — arcctg ——.
YT TR e

2. Hexaii f : A — (0,4+00) mae noxiaHy Ha mHoxuHi A. MoxigHa sig nora-
pucpma dyrkuii f HazneaeTbes norapudpmiuHoo noxigHoo dyHkui f:

(n f(a)) = L@

flx)
3HaiiTu norapnmitHy noxigHy yHKuii
flz)=(z—a1)(x —a2)*...(x — ap)*".
3. Hexaii dymkuii v : A — (0,+00), v : A — R matotb noxigHi
B Touui xg. Jdosectu, wo dywkuin f(z) = u(z)"®, z € R, mae noxigny
B TOYLi (g Ta 3HAWTK L0 NOXigHY.

2) y = arctge® —In

4. 3HaiiTn noxigHi:

1) y =¥ 3) y=(lnz)”: 2™

2)y:x+xx+:nxw; 4) y
5. OtpumaTu chopmynu ans cym:

1) Py(z) =142+ 32 +--- —f—na:"_l;

2) Qn(z) =12+ 222+ 3222 + - + n?a" L.

6. Hexaii napHa dyHKuUis Ma€e noxigHy Ha MHOXMHI BU3HaYeHHs. [JosecTu, wo
st NOXiAHa € HenapHoto byHKLiEt0. AHANOMYHO, AOBECTH, WO NOXiAHA HenapHOT
yHKUIT € dyHKLis napHa.
7. 3a ponomorow Teopemu npo noxigHy obepHeHoi dyHKUi, 3HalTM noxigHy
cyHkuii, obepHeroi go dyHkuii g(y),y € A:
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1) g(y;=y3+3?/,y€R; 3) g(y) =y +e’, ye Ry
2) g(y) =y +Iny, y>0.
8. 3naliTv noxigHi yHKUil, 3a4aHUX NapaMeTPUYHO:

1) z= \3/1 —Vt,y=1\1-Vt2) z=acos®t, y = asin®t.
9. ®ynkuis y = y(x), € A 3apaHa y HessBHOMY BUIASIAT CMIBBIGHOLIEHHAM
2+ 2xy — y2 = 2x.

3uaiitu noxigry Y. Obumcomutu 3y, skwo x = 2 iy = 4
skwo x =2 iy = 0.

O1. Oyukuis f mae noxigny B8 Touyi a, npuuomy f(a) > 0.
3HaiiTu HacTynHi rpaHuui:

. f(a + %) ! f(l‘) lnzilna
lim [ ——2~ | ; im ]
b, ( f(a) ) ’ 2) lim <f(a)>

02. ObuucanTu HacTynHi cymu:

1) @ 4323 +52° + -+ 4 (2n + 12t ch’“; 3)21&0’;.

3. 3anucaTtu dopmynn nepexoay Bif NoNsApHOT cucTemu Koopp,MHaT ( ©) Bo
[EKapTOBOi cucTemn koopamHaT (Z,y), AKLWO NOMOC CMiBNajae 3 NO4aTKOM
[LEKapTOBOI CUCTEMU KOOPAWHAT, @ HanNpsiMOK MOJISIPHOI BiCi 3 HaMPsSIMKOM BiCi
abeyuc. 3Haiiti Y, akwo r = ay (cnipans Apximesa).

518

1. 3a pgonomoroto Tabauui NOXigHUX Ta MNPaBMJl X 3HAXOOXKEHHS 3HAWTW
NOXigHI HACTYMHUX PYHKLiiA:

1 2 1
1) y = —= arctg V2

2v/2 Vitat 42

2) y = arccos(sin 22 — cos z%);

3) y = ™ TSN (cos(m, arcsin ) + sin(m arcsinz));
4) y = arcctg S =; 7) y = (sinz)*** + (cos z)™"7;
8 8) y = In(chz) + —
=In(chz) + ——;
5) y=2"" + 29 +a*"; Y 2ch?z
1
6) y=uxz; 9) y = In(cos® x + /1 + cos? z);
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a® 1—a®
T 144 14a%
2. 3Haiitn norapudmidHy noxigHy yHKUIT ¥, SKLLO:

1) y=ay 2 2) y=(x+V1+a2)"
142

3. Hexaii nepioguyna dyHkuis mae noxigHy Ha R. [dosectu, wo us noxigHa
Takox (byHKList nepiognyHa 3 TUM CaMUM NEPIOLOM.

4. Hexaii 0 < ¢ < 1. Josectu, wo dynkyia g(y) = y —esiny, y € R,
Mae obepHeHy pyHKLUit0. 3HalTK noxigHy obepHeHOT yHKLT.

10) y

arcctga™ .

5. BkasaTu iHTepBanu, Ha sKUX HaCTynHi yHKUIT MaloTb obepHeHi dyHKLiT.
MobynysaTtn rpadpikn obepHeHMx dOyHKUIN | 3HAWTM X NOXigHI, SKLWO:

1) y =222 — 24 2) y = z? ) 3) y=2e"% —e 27,

YT
6. 3naliTv noxigHi pyHKLil, 3a4aHUX NapaMeTPUYHO:
s

1) z =sin?t, y=cos’t, t € (O, 5) ;

2) x =acost, y=asint, t € (0,7);

3) x =a(t —sint), y=a(l—cost), t €R.
7. 3naiitu noxigny 4’ () HacTynHux dyHKUili, 3afaHNX Y HEssBHOMY BUTASA:

1) y? = 2px (napabona);

$2 y2

2) o + i 1 (eninc);

3) arctg Yot V @? 4+ y? (norapudbmiuna cnipans).
x

8. Hexaii (7, ) — nonsipHi koopguHatn, T = 1 COSY, Yy = T sin . 3Haiitn
noxigHy y/(:c), AKLLO:

1) 7 = a(1l 4 cos ) (kapaioiga);

2) r = ae™¥ (norapudmiyna cnipans).
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3AHATTA 19

FEOMETPUYHUA 3MICT NMOXIAHOI. ANDEPEHLINOBHICTb.
ONDEPEHLIAN

KoHTposibHi 3annTaHHs

leomeTpuy4HMii 3MICT noxigHoi.

O3HayveHHsI ANbepeHLiioBHOCTI byHKLII B TOYLI.
O3HayveHHs gucpepeHrwiany yHkuil B ToYui.
leomeTpuydnnii 3micT gudpeperyiany.

KpuTepiii aucbepeHuyirioBHOCTI (byHKLT B TOHL.

ISANE SRSV SR

A19

1. 3anuncatn piBHSHHA JZOTWUYHOT foO rpadpika yHKuUiT §¥ = 22 — 24, B Touui
r = 2.

2. Mig sakum kyTom rpadik dyrkuii y = Inx, x > 0, nepetunae sics abcyuc?
3. Mpu siKMX 3HAYEHHSAX HE3aNEXHOI 3MIHHOI ZOTUYHI A0 rpadikis yHKUil
y =22 iy = x> napanenbhi?

4. Ha napaboni y = x2 BMbpaHo ABi Toukm 3 abcuncamu 1 = 1 i x9 = 3.
Yepes ui Touku npoBegeHa civHa. VY siKiid Touui Ha mapaboni goTu4Ha fO Hel
napasenbHa nNpoBeaeHili CiuHii?

5. 3naiitn gudbeperyian: d (sinz — x cos ).

6. 3anucatu noewHuii npupicT Ta andeperyian bynkuii f(z) = 22, r € R,
y Touui g = 1. Ob4ncanTyn Ta NOPIBHATM X 3HAYEHHS MPU TAKNX 3HAYEHHSIX
npupocTy aprymenta: 1) Az =1; 2) Az =0,1; 3) Az =0,01.
7. 3amiHnTn noBHWIA npupicT dyHKUiT andepeHuianom i 3HaliTM HabnmkeHe
3navennss arctg1,01. Tlopisusitu 3 To4Hum 3HadeHusm 0, 79037...
(m ~ 3,1416).
8. 3HaiiTn HabnanxeHe 3HaueHHs /2 cos 46°. MopiBHATM 3 TOYHNUM 3HAYEHHSM
0,982395... (m =~ 3,1416).
9. [osectu, wo HacTynHi dyHKLiT HeandepeHLUiioBHi:

1) f(z) =z —1| yTouyix = 1;

2) f(z)=+vx—1 yTtouniz = 1.

Yu icHytoTb oaHOBIYHI NOXigHI B TOYKax HeandepeHUiioBHOCTI?
10. 3naiiTn noxigHi, nobyaysatu rpadiku HaCTYNHUX PYHKUiFA Ta X NOXigHMX:
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1) y = |zf; 2) y = xlxl; 3) y =1Inz|.
11. Josectn, wo dyHKuis

z?sin—, sakwo z # 0,
Y= T
0, akwo r = 0,

mae noxigHy Ha R. JocnignTtn HenepepsHicTb W€l NOXigHOT.
A1. Jocnigntn gudbeperuiiioBHicTb yHKLT
z2, akwo T € Q,

fle) = —z2,  akwo z € R\Q.

1 1
—,  AKWo <lgl<—, neN
f(z) =4 vn’ n+1 =l <% ’
0, akwo x = 0.
HeaudepeHuiliosHa y To4ui 0.
03. 3naiitn gudbepenuian dyrkuii y = y(x), 3agaHoi y nonsphiii cuctemi
koopauHat pisHsHHam 1 = a(1 4+ cos @), 0 < ¢ < 7, 8 Touui (0,a).
3. [nsa skux 3Ha4eHb napametpa 1 € Z dyHKLis
2 sin —, sakwo x # 0,
Y= T
0, akuwo x = 0,
1) nenepepera Ha R; 2) wmae nenepepeHry noxigry Ha R7?
D4. Yu moxHa Teepgutn, wo cyma dyHkuii f Ta g He Mae noxigHoi
y TouUi Zg, AKLWO:
1) dyrkuis f mae noxigHy y Touui g, a yHKLis g He Ma€e NoxigHol
y uili Touwi?
2) obuggi dyHkuii f, g He maoTb noxigHoOI B TOouLi T(?
05. Yu moxHa TeepanTu, wo fobyTok dyHkuii f Ta g He Mae noxigHoi
y TouUi Zg, AKLWO:
1) dyrkuis f mae noxigHy y Touui g, a yHKLis g He Mae noxigHol
y uili Touwi?
2) obuasi dyHKuii f, g He MalOTb noxigHoT B Touui Xg7
PosrasiHytn npuknagu:
1) f(z) ==, g(z)=|xz[;
2) f(z) = |z|, g(x) = ||, e o = 0.
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6. [osectn, wo cimeiictea rinepbon x> — y2 =a, a > 0izy = b,
b > 0 yTsopioloTb OpTOroHanbHy CiTKy, TOBTO KpuBIi LWX CiMelcTB
NEPETNHAOTbLCA ﬂlﬂ1 npAMNUMN KYTaMU.

07. Nosectu, wo goTu4Ha Ao norapudmiunoi cnipani r = ae™¥, pe a, m —
ikcoBaHi, YTBOPIOE CTannii KyT 3 pagiyCoOM-BEKTOPOM TOYKUN LOTUKY.

[8. Hasectn npuknag HenepepsHoi Ha R dyHkuii, sika He mae noxigHol B
3afaHUX TOYKAX A1, G2, ..., 0p.

B19
1. 3anucaTtu piBHSAHHSA AOTUYHOT Ao rpadika dyHKUil ¥y = SInT — COSZT, B
To4ui x = T.
2. Mig skMMK KyTaMu NepeTUHaOTLCA rpadpiki HAaCTYNHUX yHKLN:

1) y=sinx i y=cosz; y=1/z i y=+/x?
3. Mpu sikMx 3HAYEHHSAX HE3aNEXHOI 3MIHHOI AOTUYHI A0 rpadikiB yHKUi
Y = 22 i Y = 3 nepneHanKyspHi?
4. 3HaiiTu:
d(z® — 225 — 29) d(sinx) d(tgx)
1) ;2 ; 3) 2,
d(z3) d(cosx) d(ctgx)
5. Hexaii copmyna x = 5t2, pe uac t BUMIPIOETBCS Y CEKYHAAX, a WAAX &
y MeTpax, 3a[a€ piBHSAHHA pyxy. Ons mMomeHTy vacy £ = 2 cek. BU3HAYUTW
npupict wnaxy Az i audepenyian wnsxy dx, AKWO:

1) At =1 cek; 2) At =0,1 cek; 3) At =0,01 cex.
6. 3HaliTn HabanXKeHi 3HaYeHHSN
1) sin29°; 2) cos151°; 3) Ig11

3a [JOMOMOroK 3aMiHm npupocTy yHKuUil audepeHuianom. [lopisHsaTu 3
TOYHUMM 3HAYEHHSMMU.
7. 3HaiiTn noxigHi i nobygysaTu rpadpiku yHKUiA Ta X noxigHuXx:

(1—-2)2—2), skwol<z<2

1) y=

—(2 —x), AKWO T > 2;
%) y = x, akwo z < 0,

In(l1+z), skwoz >0;

2

2?e” %" akwo |z| < 1,
3 y=19,

= akwo |z| > 1.
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8. Hdosectu, wo dyHKuis
T
2 ’cos— ‘, akwo x # 0,
y = X
0, akwo x = 0,
He Mae NoxigHoi B Toukax byab-sikoro okony Touku 0, ane icHye noxigHa f7(0).
9. Hocniantn audepeHuilioBHICTL HACTYMHUX DYHKLLA:

1
in — 0
D)y =(x-1)% 3) y = TSNy e 70,
0, akwo x = 0;

1
2) y = |Inz|; T arctg L FKwo x #0,

0, akwo x = 0.

10. [Hocnigntn pandbepeHUiioBHICTE HacTynHux yHKUid. Yu icHytoTb
OAHOCTOPOHHI NOXiAgHI Y ToYKax HeamdepeHLilioBHOCTI?

1) y = /1 — cos 2z; 3) y = arccos 1;
X

2) y =In|2z? — 4z + 3|; 4) y = arcsin V1 — z2.
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3AHATTA 20
NOXIAHI TA QUPEPEHUIANN BULWLUX NOPAAKIB

KOHTpOIbHI 3aNNTaHHS

O3HayeHHs1 NOXIAHNX BULLIMX NOPSAKIB.

. Moxigni nopsaky n, n € N, gna ¢pynkyiii %, = > 0 (o € R);
a*, x € R(a>0);sinz, x € R; cosz, x € R; Inz, z > 0.

3. @opmyna JleiibHiya gns cTapLumx noxigHux Big JobYyTKY.

4. O3HayeHHs fncbepeHLianiB BULLUX MOPSILKIB.

N

A20

1. 3nailiTu gpyry noxigHy Takux yHKLiii:
)y=e7% 2) y = (1+ 2?)arctg z.
2. Hexatu : A — (0,+00) Tav : A — R gsiui andbepenuiiiosHi Ha MHOXMHI
A dynkuii. 3nalitn apyry noxigHy dyHkuii y = ub.
3. 3naitn d?(V/1 + 22).
4. Hexaii z(t) = 2t — t2,  y(t) = 3t — t3. 3uantn noxigwi
dy d?y 3y
dz’ dz?’ dz3’

o . _ 14z

. 3HaiiTn noxigHy nopsiaky 100 dyHkuii y = Wit

6. 3HaliTv NOXiAHY T-rO NOPSAAKY TaKMX PYHKLIRA :

— 1 . — 2. _ 2 -z
1)y_m, 2)y =cosz; 3)y=(x°+2x+2)e ",

. Hexaii y = x™e®, pe n — HaTypanbHe uyucno. 3naiitn d™y.
. Bwaitu fM(0), skwo:

1 N T
DIW = Tomayy 20T e

O1. 3naiiTn noxigHy n-ro nopsigky QyHkuii y = arctg x.
02. Hexaii dynkuis f : A — R geiui andepenuiiiosna y touni g € A.
HosecTtn, wo
i 1 @0+ Az) + f(zo — Az) — 2f(z0) _ (o).
Azxz—0 (AJI)Q
Hasectu npuknag, Koau rpaHuus y niBiii 4aCcTUHI L€l piBHOCTI icHYe, ane dyH-
Kuis f He Mae noxigHO! Apyroro Mopaaky y Touui Xg.

o

o~
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520

1. 3HaiiTn apyry noxigHy Takux dyHKLiA:

1) y=avV1+ 22 4) y = tgx;
x

2) y= : 5) y = arcsinx
_12_’172 1_1‘2’
3 y=e"; 6) y=xlnx.

2. Hexaii u : A — R tav: A — R ggiui audepenuiiiosni Ha mHoxuni A
dbynkuyii, u(x)v(z) >0, x € A. 3naiitn gpyry noxigHy dymkyii y = In =

3. 3naiitn d 2 lnTI )
4. 3naiitn d3 (-

ﬁ.
dy d’y d’y
de’ dx?’ dz3

5. 3HaiiTu noxigHi
YHO:

HaCTynHUX dyHKUil, 3afaHNX NapameTpu-

1) z =acost, y=asint,
2) x =a(t —sint), y=a(l — cost).
6. 3HaiiTy noxigHy NOPSIAKY 7 HACTYMHUX (OYHKLiA:
2 T
x €
HNy=——— n=2_y; 2) y=—, n=10;
V=1 .
3) y = sinxsin 2z sin 3z, n = 10.
7. 3natitu d'%(x cos 2).

8. 3HaiiTn noxigHy N-ro nNopsigKy Takux PyHKLiA:

x . 4 4
1) y = : 4) y = sin* x + cos” x;
V= e o
2) y = sin?a; 5) b=
3) y = cos ax cos bx; 6) y =e*sinx.
9. Hexaii y = thE N — HaTypanbHe uncno. 3naiitn d"y.
10. 3uaiitn £ (0), skuwo:
1) f(z) = 2%, 2) f(x) = e*® cosbz.

11. Josectu, wo dyHKuis

1
fa) = exp <_a:2)’ akwo x # 0,

0, skwo = = 0,
HEecKiH4YeHHO audbepeHuiioBHa y Touui = = 0.
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3AHATTA 21
KOHTPOJIbHA POBOTA. TPAHNLA ®VHKLUIT B TOYLI. NOXIOHA

3aBgaHHg iHauBiayanbHi. 3pa3ok BapiaHTa

1. O6buuncantu:

V-1,

1) lim 2) li in = + cos - '
=1 im in — -] .

r—1 \5/.5 -1 T—>+00 > X o X

2. 3HaiiTu Toukm pospusy Ta Bu3HauuTK ix Tun: f(x) = % + el/(z=1),

2 _ i
3. Obuucnutu noxigny: f(z) = %\/%(1@ —In (:;;12:1;)

4. O64ncanTyn noxigHy nopsaky n: f(x) = x? sin 4.
5. O6uncanTi noxigHy HesisHo 3apaHoi dyrkuii y = y(): €™ = 22 + 2.

PO3B’'A3KU

1. 1) Maemo HeBn3HaueHICTb TUNy (%) YcyHeMo Lo HeBU3HaYeHicTb anrebpa-
TYHUMU NEPETBOPEHHAMM Ta 3aCTOCYEMO TEOpeMy Npo apudMeTuyHi Aii:

lim = lim = —.
=1 Jr—1 a—1 (x — 1)(x2/3+g;1/3—|- 1) 3
2) Maemo HesusHaqeHicTs Tuny (1°°). 3seaemo 3apady Ao 3acTOCyBaHHS

. . . u
cnigBigHoweHHsa lim (1 + l) =e.
U——+00 u

. ( o1 1 > v
lim | sin — 4+ cos — =
T—+00 xT xT

.1 1
1-x(sm EJrcos 571)

1 1 1 1
= lim (1 + (Sin — 4+cos— — 1>> sin g tcos =1
T—+00 xT T

. 1 1
lim m(smg—&—cos;—l).

— ewAH»oo
] . sinu
Ockinbkn lim =1, 10
u—0 U
. 1 1 T sin(1/x) —2sin?(1/2x)\ _
xEToox (sinl +cosi —1) —xgrfoo ( Ve T dmaaez ) = L
OcTtaTouHo,

. 1 1\z
lim (sm — + cos —) =e.
x T

r—r—+00

79



2. B ycix Toukax, kpim & = 0 ta x = 1 dyHKuis HenepepsHa 3a Teopemamu

npo apudpmeTnyHi 4ii Ta cyneprnosuuito. Touka £ = 0 € ycyBHum pospusom 1

pogy, 60 lim f(z) = lim f(z) =1+ 1/e, f(0) ne icnye. Touka x = 1 €
z—0— z—0+

pospueom 2 pogy, 6o lim f(z) =0, lim f(x) = +oc.
rz—1— z—1+

3. Kopuctytounce Tabnumueto noxigHnx Ta npasunaMm gudepeHLitoBaHHs, oTpu-

_ ) (2x+71+(117z)2-(71))-\/%7(x2+arctg(lfx))-2\/\/2;
maemo:  f'(z) = e
€T
cos 2z cosz-cos2z—sinz-(—2sin2z) _ 3z Tir(1-o)2 rctg(l—=)

sinx cos? 2z - 2722 _Ctg r—2 tg 2x.

4. Bukopuctosytoun cdopmyny JleiibHiua, oTpumaemo:
n

fO(z) = 3 Ck(2?)*) (sin 42)("—F). Bpaxosytoun, wo (z2)F) =0, k >
k=0

2
3, otpumaemo f(z) = 3 CF(22)*) (sin 4z)("F) = 0022 (sin 42)™) +
k=0

CY(x?) (sin 4z) =Y 4 C2(22)" (sin 4x) ("2 =

22 (sin 4z) ("™ 4+n2z(sin 4x)("_1)+%2(sin 42)(=2) = 224" sin 4(x—
T2) + 2nxd™ sind(z — Tr(n;l)) + n("271)2 4" sin4(x — @)

5. Oudepenuitoemo wio pisnicte: €™ (y + zy’) = 2z + 2yy’. Bupaxaroun

2x—ye”Y
erYr—2y-°

3BifCM NOXiZHY, OTPUMAEMO: y’ =

80



